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    Η συγγραφή του παρόντος βιβλίου πραγματοποιήθηκε στο πλαίσιο του προγράμματος ηλεκτρονικών βιβλίων «Ελληνικά Ακαδημαϊκά Ηλεκτρονικά Συγγράμματα και Βοηθήματα - Κάλλιπος» του Υπουργείου Παιδείας και Θρησκευμάτων. Το αντικείμενο του βιβλίου αφορά στην εισαγωγή στις συναρτήσεις, την έννοια του ορίου, της συνέχειας και των ασύμπτωτων ευθειών, καθώς και στο διαφορικό και ολοκληρωτικό λογισμό συναρτήσεων μίας μεταβλητής. Δίνεται έμφαση στη μεθοδολογία αντιμετώπισης προβλημάτων και παρατίθεται πλήθος παραδειγμάτων που φιλοδοξούν να καλύψουν ένα μεγάλο μέρος περιπτώσεων που συνήθως προκύπτουν σε πρακτικά προβλήματα. Η ύλη που παρατίθεται είναι βασισμένη στις διαλέξεις του μεγάλου μαθηματικού Γιώργου Παπάνα. Οι διαλέξεις αυτές υιοθετούσαν μια παιδαγωγική ανάπτυξη της θεωρίας, μέσα από παραδείγματα και μέσα από την ανάπτυξη μιας δομημένης μεθοδολογίας, αποσκοπώντας στην απόκτηση μιας στέρεας βάσης κατανόησης των εννοιών του διαφορικού και του ολοκληρωτικού λογισμού. Στο σύγγραμμα αυτό, γίνεται προσπάθεια να αποτυπωθεί αυτή η προσέγγιση, με υιοθέτηση της αντίστοιχης παιδαγωγικής φιλοσοφίας, όπου αυτό είναι δυνατόν. Ο κεντρικός στόχος του βιβλίου είναι να αποτελέσει το βασικό σύγγραμμα σε μαθήματα εισαγωγής στο λογισμό, για το πρώτο έτος προγραμμάτων σπουδών πολυτεχνικών τμημάτων.
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    Κεφάλαιο 1: Εισαγωγή στις Συναρτήσεις


    



    Σύνοψη


    



    Στο κεφάλαιο αυτό γίνεται η εισαγωγή στις συναρτήσεις, με παιδαγωγική παράθεση των βασικών ορισμών, εισαγωγή και πλήρη μελέτη των βασικών τύπων συναρτήσεων. Η προσέγγιση που ακολουθείται είναι αρχικά αλγεβρική, με ανάλυση αλγεβρικών ιδιοτήτων, και στη συνέχεια γραφική, με απεικόνιση της χαρακτηριστικής μορφής, σε αντιστοίχηση με φυσικές εφαρμογές. Περιλαμβάνεται, επίσης, η μελέτη της μονοτονίας, της περιοδικότητας των συναρτήσεων, καθώς και πράξεις μεταξύ συναρτήσεων. Όπως σε όλα τα κεφάλαια, παρατίθεται αναλυτική μεθοδολογία επίλυσης ασκήσεων με οργανωμένη διάρθρωση από απλά είδη σε πιo πολύπλοκα, υπερκαλύπτοντας το σύνηθες σύνολο προβλημάτων που αντιμετωπίζονται στην τριτοβάθμια εκπαίδευση.


    



    Στόχος


    



    Εισαγωγή στην έννοια της συνάρτησης και τα βασικά χαρακτηριστικά συναρτήσεων. Εξοικείωση με τις ιδιότητες και τη γραφική μορφή των στοιχειωδών συναρτήσεων.


    



    Προαπαιτούμενη γνώση


    



    Το κεφάλαιο αυτό προϋποθέτει τη βασική κατανόηση των πράξεων στο σύνολο των πραγματικών αριθμών.

  


  
    1.1 Γενικά - Ορισμοί


    



    



    Έννοια συνάρτησης – συμβολισμοί – ορισμοί
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    Μια γραφική αναπαράσταση του ορισμού της συνάρτησης δίνεται στο Σχήμα 1.1.
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    Σχήμα 1.1: Γραφική αναπαράσταση του ορισμού της συνάρτησης. Συνάρτηση του Α στο Β είναι κάθε μονοσήμαντη αντιστοιχία του Α στο Β.


    



    Συμβολισμός συνάρτησης: f: Α→Β


    



    Ο τρόπος με τον οποίο γίνεται η απεικόνιση συμβολίζεται με το [image: ], και ονομάζεται τύπος ή εξίσωση της συνάρτησης.


    



    Το σύνολο Α ονομάζεται πεδίο ορισμού ή σύνολο αφετηρίας ή σύνολο ορισμού.


    



    Το σύνολο Β ονομάζεται σύνολο αφίξεως.


    



    Η συνάρτηση είναι μία σύνθετη έννοια που αποτελείται από τα εξής:


    



    i.A ≠ 0


    ii.B ≠ 0


    iii.f:A→B


    Σε κάθε στοιχείο x του συνόλου Α η f: αντιστοιχεί σε ένα μόνο στοιχείο y του συνόλου Β. Το y ονομάζεται εικόνα του x στο σύνολο B, ενώ το x ονομάζεται αρχέτυπο του y στο σύνολο Α.


    



    Η έννοια της συνάρτησης είναι διάνυσμα που συμβολίζεται με ένα από τα γράμματα f:, g:, h:, … , fν;, και ορίζεται πλήρως από το:
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    Η μεταβλητή x που διατρέχει το Α λέγεται ανεξάρτητη μεταβλητή, ενώ η μεταβλητή y που παίρνει τιμές στο Β λέγεται εξαρτημένη μεταβλητή.


    



    Με το [image: ] συμβολίζουμε την τιμή της συνάρτησης.


    



    Δεν πρέπει να συγχέονται οι συμβολισμοί:


    



    f: (συνάρτηση)


    



    [image: ] (τιμή της συνάρτησης)


    



    [image: ] (σχέση συνάρτησης)


    



    Ονομάζουμε πεδίο ορισμού και το συμβολίζουμε με Α ή με D(f) (από το Domain) το σύνολο των τιμών που παίρνει η ανεξάρτητη μεταβλητή x.


    



    Ονομάζουμε πεδίο τιμών και το συμβολίζουμε με [image: ] ή R(f) (από το Range) το σύνολο των τιμών που παίρνει η μεταβλητή y, όταν η μεταβλητή x διατρέχει το πεδίο ορισμού.


    



    Παράδειγμα έκφρασης του συνόλου τιμών:


    



    Το σύνολο f(A) ορίζεται ως το σύνολο των τιμών y του Β για τις οποίες υπάρχει τουλάχιστον ένα x που ανήκει στο Α, τέτοιο ώστε y = f(x). Μαθηματικά αυτό μπορεί να γραφεί ως εξής:


    



    [image: ]


    



    Είναι προφανές ότι το [image: ] είναι υποσύνολο του Β [image: ].


    



    Ειδικά αν [image: ], λέμε ότι η συνάρτηση f: είναι επί του Β.


    



    Μια γραφική αναπαράσταση του ορισμού του συνόλου τιμών παρουσιάζεται στο Σχήμα 1.2.
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    Σχήμα 1.2: Γραφική αναπαράσταση του ορισμού του συνόλου τιμών f(A).


    



    Παρατηρήσεις με βάση τον ορισμό της συνάρτησης


    



    i. Κάθε x του συνόλου Α έχει εικόνα στο Β και μάλιστα μόνο μία. Δεν περισσεύει κανένα x. Αν περισσεύει έστω και ένα, τότε δεν υπάρχει παρά απλώς μια αντιστοιχία (δεν έχουμε συνάρτηση).


    



    ii. Μπορεί να υπάρχουν στοιχεία του Β που δεν είναι εικόνες.


    



    iii. Ένα y μπορεί να είναι εικόνα περισσοτέρων του ενός αρχέτυπου ή και όλων των αρχετύπων.


    



    Διάγραμμα, γράφημα και γραφική παράσταση μιας συνάρτησης


    



    Ονομάζουμε διάγραμμα μιας συνάρτησης μια απεικόνιση συνόλων, στην οποία τα σύνολα περιγράφονται ως σύνολα του επιπέδου και οι αντιστοιχίες με βέλη που ξεκινούν από το αρχέτυπο (x) και καταλήγουν στην εικόνα (y).


    



    Ονομάζουμε γράφημα μιας συνάρτησης το σύνολο των διατεταγμένων ζευγών που έχουν πρώτο στοιχείο ένα αρχέτυπο και δεύτερο την αντίστοιχη εικόνα του αρχέτυπου. Αυτό μπορεί να γραφεί:


    



    [image: ] ή αλλιώς: [image: ]


    



    Παράδειγμα γραφήματος της συνάρτησης f: f(x) = x2 με πεδία ορισμού και τιμών τα Α={-2, -1, 0, 1, 2} και Β={0, 1, 4} αντίστοιχα:
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    Σχήμα 1.3: Παράδειγμα διαγράμματος της συνάρτησης f: f(x) = x2.


    



    Παρατηρήσεις επί του διαγράμματος:


    



    i. Η σκιασμένη περιοχή αριστερά (μπλε) είναι το πεδίο ορισμού.


    



    ii. Η εσωτερική σκιασμένη περιοχή δεξιά (κόκκινο) είναι το πεδίο τιμών.


    



    iii. Το αρχέτυπο κάθε διατεταγμένου ζεύγους προβάλλεται στην περιοχή του πεδίου ορισμού, ενώ η εικόνα του προβάλλεται στην περιοχή του πεδίου τιμών.


    



    iv. Το γράφημα μπορεί να υποκαταστήσει τη συνάρτηση, διότι έχει όλα τα στοιχεία της (όλες τις αντιστοιχίες). Το ίδιο το γράφημα είναι ο τύπος.


    



    Ονομάζεται καρτεσιανό γινόμενο δύο συνόλων το σύνολο των διατεταγμένων ζευγών με πρώτο στοιχείο από το πρώτο σύνολο και δεύτερο στοιχείο από το δεύτερο σύνολο.


    



    Παράδειγμα καρτεσιανού γινομένου δύο συνόλων:


    



    [image: ], [image: ][image: ]


    



    Ονομάζεται γραφική παράσταση μιας συνάρτησης f: και συμβολίζεται Cf , η αποτύπωση σε ένα σύστημα αναφοράς των ζευγών (x, y = f(x) ) του γραφήματος αυτής. Το σύστημα αναφοράς έχει συντεταγμένες τα x και y, που ονομάζονται τετμημένη και τεταγμένη του κάθε σημείου της Cf. Οι άξονες του συστήματος συντεταγμένων συμβολίζονται με x΄x (οριζόντιος άξονας) και y΄y (κατακόρυφος άξονας). Αν Ο είναι το κέντρο του συστήματος συντεταγμένων, τότε το σύστημα συντεταγμένων συμβολίζεται με xOy.


    



    Ονομάζεται εικόνα του συνόλου Ε και συμβολίζεται[image: ] το σύνολο των εικόνων των στοιχείων του Ε. Αν Β είναι το πεδίο τιμών της συνάρτησης, αυτό γράφεται:


    



    [image: ] [image: ]


    



    Από τον ορισμό του πεδίου τιμών, αν το Ε είναι το πεδίο ορισμού της συνάρτησης, τότε το f(E) είναι το πεδίο τιμών της:


    



    [image: ]


    



    Αν μια τιμή f(x) ανήκει σε ένα σύνολο f(E), αυτό δεν σημαίνει απαραίτητα ότι το χ ανήκει στο E:


    



    



    [image: ]


    



    Ωστόσο, για κάθε τιμή y του f(E), θα υπάρχει τουλάχιστον ένα x στο E, με εικόνα f(x)=y:


    



    [image: ]


    



    
      [image: ]

    


    



    Σχήμα 1.4: Παράδειγμα γραφικής παράστασης της συνάρτησης f: f(x) = 3x+1.


    



    Μια συνάρτηση ονομάζεται «ένα προς ένα» (1-1) αν [image: ] και ισχύει η αμφίδρομη συνεπαγωγή: [image: ]. Αυτό σημαίνει ότι για να είναι μια συνάρτηση “1-1”, υποχρεωτικά διαφορετικά αρχέτυπα έχουν διαφορετικές εικόνες. Μια γραφική αναπαράσταση της συνάρτησης ένα προς ένα δίνεται στο Σχήμα 1.5.


    



    
      [image: ]

    


    



    Σχήμα 1.5: Παράδειγμα γραφικής αναπαράστασης συνάρτησης ένα προς ένα.


    



    Σημείωση: Από μια ισότητα τιμών της μορφής [image: ], προκύπτει ότι [image: ] μόνον εφόσον η f είναι συνάρτηση ένα προς ένα.


    



    Για τις συναρτήσεις “1-1” ισχύει το παρακάτω πόρισμα:


    



    Μία συνάρτηση είναι “1-1” , αν η εξίσωση [image: ] έχει το πολύ μία ρίζα [image: ]


    



    Μια γραφική περιγραφή της ιδιότητας αυτής παρουσιάζεται στο Σχήμα 1.6. Έτσι, αν θέλει κανείς να αποδείξει ότι μία συνάρτηση f δεν είναι “1-1” αρκεί να αποδείξει ότι η εξίσωση f(x)=0 έχει δύο άνισες ρίζες.


    



    
      [image: ]

    


    



    Σχήμα 1.6: Γραφική αναπαράσταση αντιστοίχισης της ρίζας μιας εξίσωσης f(x) = λ.


    



    Παράδειγμα 1.1:


    Η f: με [image: ], με πεδίο ορισμού το IR και πεδίο τιμών το [-4,+∞) δεν είναι “1-1” διότι:


    


  


  
    
      [image: ]

    

  


  
    



    Ορισμοί:


    



    Mία συνάρτηση f: [image: ] λέγεται:


    



    i. Πραγματική συνάρτηση, αν [image: ] (ή [image: ]).


    



    ii. Συνάρτηση πραγματικής μεταβλητής, αν [image: ] (ή [image: ]).


    



    iii. Πραγματική συνάρτηση πραγματικής μεταβλητής, αν [image: ].


    



    Μια πραγματική συνάρτηση f: [image: ] πραγματικής μεταβλητής λέγεται:


    



    iv. Φραγμένη άνω, εάν [image: ].


    



    v. Φραγμένη κάτω, εάν [image: ].


    



    vi. Φραγμένη, εάν είναι φραγμένη άνω και φραγμένη κάτω.


    



    Γενικές παρατηρήσεις:


    



    Το σύγγραμμα αυτό αναφέρεται μόνο σε πραγματικές συναρτήσεις πραγματικής μεταβλητής για τις οποίες γίνονται οι ακόλουθες συμφωνίες:


    Συμφωνείται να δίνεται μία συνάρτηση μόνο με τη σχέση της y = f(x) και να υπολογίζονται από αυτήν τα σύνολα Α και Β ως εξής: Ως Β λαμβάνεται το IR και ως πεδίο ορισμού Α το ευρύτερο υποσύνολο του IR στο οποίο έχει έννοια πραγματικού αριθμού η παράσταση f(x). Συμφωνείται δηλαδή να περιορίζεται το x, ώστε οι πράξεις που παρουσιάζονται στην παράσταση f(x) να είναι εκτελέσιμες και τα σύμβολα που εμφανίζονται να έχουν έννοια, στο σύνολο των πραγματικών αριθμών.


    Έτσι, κάθε πρόβλημα συναρτήσεων έχει ένα πρώτο ερώτημα που δεν διατυπώνεται και είναι το ακόλουθο: Να βρεθεί το πεδίο ορισμού και να απλοποιηθεί ο τύπος, αν απλοποιείται.


    



    



    Παράδειγμα 1.2:


    Να γίνει η γραφική παράσταση της f: με [image: ].


    



    Λύση


    



    Η [image: ] ορίζεται [image: ]


    



    οπότε [image: ]


    



    Παρατηρεί κανείς ότι ο τύπος απλοποιείται με χρήση πίνακα πρόσημων:


    



    Πίνακας πρόσημων:
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    αν [image: ], τότε [image: ]


    



    αν [image: ], τότε [image: ]


    



    αν [image: ], τότε [image: ]


    



    Οπότε η [image: ] γράφεται [image: ]


    



    Έτσι, ο παραπάνω πίνακας προσήμων μπορεί να συμπληρωθεί με τις τιμές της f(x):
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    Η γραφική παράσταση της συνάρτησης παρουσιάζεται στο Σχήμα 1.7 (αριστερά).


    



    



    Παράδειγμα 1.3:


    Να γίνει η γραφική παράσταση της f: με [image: ].


    



    Λύση


    



    Η [image: ] ορίζεται [image: ].


    



    Η [image: ] γράφεται: [image: ].


    



    Η γραφική παράσταση της συνάρτησης παρουσιάζεται στο Σχήμα 1.7 (δεξιά).


    



    
      [image: ]

    


    



    Σχήμα 1.7: Γραφική παράσταση συναρτήσεων των παραδειγμάτων 1.2 (αριστερά) και 1.3 (δεξιά).


    



    



    Παράδειγμα 1.4:


    Να γίνει η γραφική παράσταση της f: με [image: ].


    



    Λύση


    



    Η [image: ] ορίζεται [image: ]


    [image: ]


    



    Η [image: ] γράφεται: [image: ]. Η αντίστοιχη γραφική παράσταση της συνάρτησης παρουσιάζεται στο Σχήμα 1.8.


    



    
      [image: ]

    


    



    Σχήμα 1.8: Γραφική παράσταση της συνάρτησης του παραδείγματος 1.4.


    



    Τρόποι έκφρασης μιας συνάρτησης


    



    Ο τύπος μιας συνάρτησης μπορεί να δίνεται με τους εξής τρόπους:


    



    i. Με τη μορφή [image: ]. Για παράδειγμα:


    [image: ]


    



    ii. Με μια κλιμακωτή αλγεβρική εξίσωση. Για παράδειγμα:


    



    [image: ]


    



    Οι τιμές του x στις οποίες υπάρχει αλλαγή του τύπου της συνάρτησης λέγονται σημεία διαμέρισης της συνάρτησης.


    



    iii. Με τη μορφή κάποιου κανόνα ή νόμου. Για παράδειγμα:


    



    [image: ] με [image: ]υπόλοιπο της διαίρεσης x/3


    



    iv. Σε πεπλεγμένη μορφή του τύπου f(x, y) = 0. Για παράδειγμα:


    



    [image: ]


    



    v. Παραμετρικά. Σε αυτήν την περίπτωση θα πρέπει να απαλειφθεί η παράμετρος. Για παράδειγμα:


    



    [image: ] με [image: ]


    



    vi. Με μια γεωμετρική διαδικασία. Για παράδειγμα, συμμετρία ως προς την αρχή των αξόνων, όπως φαίνεται στο Σχήμα 1.9.


    



    
      [image: ]

    


    



    Σχήμα 1.9: Παράδειγμα γραφικής παράστασης της περίπτωσης vi.


    



    Παρατηρήσεις επί της γραφικής παράστασης


    



    i. Η γραφική παράσταση μιας συνάρτησης είναι μια καμπύλη που αποκλείεται να έχει δύο σημεία στην ίδια κατακόρυφη θέση (Σχήμα 1.10 αριστερά).


    



    Σημείωση: Οι ρίζες της συνάρτησης είναι οι τετμημένες των σημείων τομής της καμπύλης της f: με τον άξονα x΄x.


    



    ii. Το πεδίο ορισμού A είναι η προβολή της γραφικής παράστασης στον άξονα x΄x, ενώ το πεδίο τιμών f(A) είναι η προβολή της γραφικής παράστασης στον άξονα y΄y (Σχήμα 1.10 δεξιά).


    



    iii. Αν μία συνάρηση είναι “1-1” , τότε κάθε ευθεία παράλληλη προς τον άξονα x΄x τέμνει τη γραφική παράσταση σε ένα το πολύ σημείο. Ένα παράδειγμα συνάρτησης που δεν είναι «1-1» φαίνεται στο Σχήμα 1.11. Η f(x) αυτής της γραφικής παράστασης δεν είναι “1-1” διότι [image: ].


    



    
      [image: ]

    


    



    Σχήμα 1.10: (αριστερά) H γραφική παράσταση μιας συνάρτησης δεν μπορεί να έχει δυο σημεία στην ίδια κατακόρυφη θέση (δεξιά). Γραφική παράσταση του πεδίου ορισμού και τιμών μιας συνάρτησης, ως προβολές της γραφικής παράστασης στους άξονες του καρτεσιανού επιπέδου.


    



    
      [image: ]

    


    



    Σχήμα 1.11: Γραφική παράσταση συνάρτησης που δεν είναι «1-1».


    



    iv. Από τη γραφική παράσταση της [image: ] μπορούμε να βρούμε τις γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων:


    



    1) f(-x). Η αντικατάσταση του x με –x γεωμετρικά σημαίνει γραφική παράσταση συμμετρική με την αρχική ως προς τον άξονα yy΄ (Σχήμα 1.12, αριστερά).


    



    Παράδειγμα 1.5


    



    Αν είναι γνωστή η γραφική παράσταση της f: [image: ], να γίνει η γραφική παράσταση της g: [image: ].


    



    Λύση


    



    Η γραφική παράσταση της g παρουσιάζεται στο Σχήμα 1.12 (δεξιά).


    



    
      [image: ]

    


    



    Σχήμα 1.12: (αριστερά) Συμμετρία των συναρτήσεων f(x) και f(-x) (δεξιά). Γραφική παράσταση των συναρτήσεων f(x)= x και g(x) = -x.


    



    2) –f(x). Αν σε μία συνάρτηση f: τεθεί όπου [image: ], το [image: ], τότε βρίσκουμε μια άλλη συνάρτηση g: με [image: ] που έχει γραφική παράσταση συμμετρική με αυτή της f: ως προς τον άξονα x΄x (Σχήμα 1.13 αριστερά).


    



    
      [image: ]

    


    



    Σχήμα 1.13: (αριστερά) Συμμετρία των συναρτήσεων f(x) και -f(x) (δεξιά). Γραφική παράσταση των συναρτήσεων f(x)= lnx και g(x) = -lnx


    



    3)–f(-x). Αν τεθεί όπου x το –x και όπου [image: ] το [image: ] σε μία συνάρτηση f:, τότε προκύπτει μια άλλη συνάρτηση g: με [image: ] που έχει γραφική παράσταση συμμετρική με αυτή της f: ως προς το σημείο 0 του καρτεσιανού επιπέδου (Σχήμα 1.14 αριστερά).


    



    Παράδειγμα 1.6


    Αν είναι γνωστή η γραφική παράσταση της f: [image: ], να γίνει η γραφική παράσταση της g: [image: ].


    



    Λύση


    



    Η γραφική παράσταση της g παρουσιάζεται στο Σχήμα 1.14 (δεξιά).


    
      [image: ]

    


    



    Σχήμα 1.14: (αριστερά) Συμμετρία των συναρτήσεων f(x) και -f(-x) (δεξιά). Γραφική παράσταση των συναρτήσεων f(x)= lnx και g(x) = -lnx


    



    4) [image: ] Αν σε μια συνάρτηση f: τεθεί όπου [image: ] το [image: ], τότε προκύπτει μια άλλη συνάρτηση g: με [image: ] της οποίας τη γραφική παράσταση μπορούμε να βρούμε ως εξής: Παίρνουμε τα τμήματα της γραφικής παράστασης της f: που βρίσκονται άνω του άξονα xx΄ και τα συμμετρικά των τμημάτων που βρίσκονται κάτω από τον άξονα xx΄ ως προς τον άξονα αυτό. Η διαδικασία αυτή περιγράφεται γραφικά στο Σχήμα 1.15.


    
      
        

      

    


    
      [image: ]

    


    



    Σχήμα 1.15: Σχέση μεταξύ των συναρτήσεων f(x) και g(x)=|f(x)|.


    



    Παράδειγμα 1.7


    Αν είναι γνωστή η γραφική παράσταση της f: [image: ], να γίνει η γραφική παράσταση της g: [image: ].


    



    Λύση


    



    Οι γραφικές παραστάσεις των f: και g: παρουσιάζονται στο Σχήμα 1.16.


    
      
        

      

    


    
      [image: ]

    


    



    Σχήμα 1.16: Γραφική παράσταση των συναρτήσεων f(x)= 1/x και g(x)= |1/x|.


    



    5) Οριζόντια Μετατόπιση. Αν σε μια συνάρτηση f: τεθεί όπου x το x+α, όπου α > 0, τότε προκύπτει μια άλλη συνάρτηση g: με [image: ] της οποίας η γραφική παράσταση προκύπτει αν μετατοπιστεί η γραφική παράσταση της f: παράλληλα, οριζόντια και προς τα αριστερά κατά α. Ομοίως, αν σε μια συνάρτηση f: βάλουμε όπου x το x–α, έχουμε παράλληλη μετατόπιση της γραφικής παράστασης οριζόντια και δεξιά κατάα. Μια γεωμετρική περιγραφή αυτής της μετατόπισης παρουσιάζεται στο Σχήμα 1.17 (αριστερά).


    



    Παράδειγμα 1.8


    Αν είναι γνωστή η γραφική παράσταση της f: [image: ], να γίνουν οι γραφικές παραστάσεις της g: [image: ], h: [image: ].


    



    Λύση


    



    Οι γραφικές παραστάσεις των f:, g: και h: παρουσιάζονται στο Σχήμα 1.17 (δεξιά).


    
      
        

      

    


    
      [image: ]

    


    



    Σχήμα 1.17: (αριστερά) Γραφική περιγραφή οριζόντιας μετατόπισης συνάρτησης (δεξιά). Γραφική παράσταση των συναρτήσεων του παραδείγματος οριζόντιας μετατόπισης.


    



    6) Κατακόρυφη Μετατόπιση. Αν σε μια συνάρτηση f: τεθεί όπου [image: ] το [image: ], όπου α > 0, τότε προκύπτει μια άλλη συνάρτηση g: με [image: ] της οποίας η γραφική παράσταση προκύπτει αν μετατοπίσουμε τη γραφική παράσταση της f: κατακόρυφα, παράλληλα και προς τα πάνω κατά “α”. Ομοίως, αν σε μια συνάρτηση f: βάλουμε όπου [image: ] το [image: ], τότε πραγματοποιείται παράλληλη, κατακόρυφη και προς τα κάτω μετατόπιση της γραφικής παράστασης κατά “α”. Μια γεωμετρική περιγραφή αυτής της μετατόπισης παρουσιάζεται στο Σχήμα 1.18 (αριστερά).


    



    Παράδειγμα 1.9


    Αν είναι γνωστή η γραφική παράσταση της f: [image: ], να γίνουν οι γραφικές παραστάσεις της g: [image: ], h: [image: ].


    



    Λύση


    



    Οι γραφικές παραστάσεις των f:, g: και h: παρουσιάζονται στο Σχήμα 1.18 (δεξιά).


    



    [image: ]


    



    Σχήμα 1.18: (αριστερά) Γραφική περιγραφή κατακόρυφης μετατόπισης συνάρτησης (δεξιά). Γραφική παράσταση των συναρτήσεων του παραδείγματος κατακόρυφης μετατόπισης.


    



    7) Γραμμική Μετατόπιση. Αν σε μια συνάρτηση f: τεθεί όπου [image: ] και όπου [image: ], τότε προκύπτει μια νέα συνάρτηση F: που έχει την ίδια ακριβώς γραφική παράσταση με την f: σε διαφορετικό σύστημα αναφοράς, με αρχή [image: ] και άξονες παράλληλους με αυτούς του πρώτου συστήματος. Μια γεωμετρική περιγραφή αυτής της μετατόπισης παρουσιάζεται στο Σχήμα 1.19.


    
      
        

      

    


    
      [image: ]

    


    



    Σχήμα 1.19: Γραφική περιγραφή μετατόπισης συνάρτησης κατά την οριζόντια και κατακόρυφη διεύθυνση.


    



    Παράδειγμα 1.10


    Να γίνει η γραφική παράσταση της συνάρτησης f: [image: ].


    



    Λύση


    



    [image: ]


    



    Έστω: [image: ], [image: ]


    



    [image: ]


    



    Σε ένα νέο σύστημα αναφοράς ΧΚΥ με αρχή Κ(2,1) και άξονες παράλληλους προς τους αρχικούς, η γραφική παράσταση που προκύπτει φαίνεται στο Σχήμα 1.20 (αριστερά).


    



    Παράδειγμα 1.11


    Να γίνει η γραφική παράσταση της συνάρτησης f: [image: ].


    



    Λύση


    



    [image: ]


    



    Έστω [image: ], [image: ]


    



    Τότε [image: ]


    



    Σε ένα νέο σύστημα αναφοράς ΧΚΥ με αρχή Κ( –1,3) και άξονες παράλληλους με τους αρχικούς, η γραφική παράσταση που προκύπτει φαίνεται στο Σχήμα 1.20 (δεξιά).


    



    [image: ]


    



    Σχήμα 1.20: Γραφική παράσταση των συναρτήσεων των παραδειγμάτων1.10 και 1.11 (αριστερά και δεξιά αντίστοιχα).


    



    Σημείωση: Στα παραπάνω παραδείγματα γίνεται μόνο η γραφική παράσταση των συναρτήσεων. Παραλείπεται η εύρεση πεδίου ορισμού.


    



    Η πράξη της σύνθεσης συναρτήσεων


    



    Σύνθεση δύο συναρτήσεων f: και g: είναι η πράξη εκείνη που συμβολίζεται με [image: ] και δίνει μια νέα συνάρτηση h: με τύπο h(x) =[image: ]. Αν ΑF και ΑG είναι τα πεδία ορισμού των f: και g: αντίστοιχα, τότε το πεδίο ορισμού της h: θα είναι: AΗ =[image: ][image: ] .


    
      
        

      

    


    
      [image: ]

    


    



    Παράδειγμα 1.12


    



    [image: ]


    



    1.2 Χαρακτηριστικά Συναρτήσεων


    



    1.2.1 Συμμετρίες


    



    Ορισμός άρτιας συνάρτησης


    



    Μια συνάρτηση λέγεται άρτια, αν και μόνο αν:


    



    i. [image: ]


    ii. [image: ]


    



    Παράδειγμα 1.13


    Να αποδειχθεί ότι η συνάρτηση f: [image: ], όπου α ένας πραγματικός αριθμός, είναι άρτια.


    



    Λύση


    



    [image: ]


    



    Επίσης: [image: ]


    



    Άρα, η f: είναι άρτια συνάρτηση.


    



    Παράδειγμα 1.14


    Να αποδειχθεί ότι η f: [image: ] είναι άρτια συνάρτηση.


    



    Λύση


    



    [image: ]


    



    Επίσης: [image: ]


    



    Άρα, η f: είναι άρτια συνάρτηση.


    



    Παράδειγμα 1.15


    Να αποδειχθεί ότι η f: [image: ] είναι άρτια συνάρτηση.


    



    Λύση


    



    [image: ]


    



    Επίσης: [image: ]


    



    Άρα, η f: είναι άρτια συνάρτηση.


    



    Παράδειγμα 1.16


    



    Η συνάρτηση [image: ] δεν είναι σταθερή και, επίσης, ισχύει


    



    [image: ] (1)[image: ]


    



    Να αποδειχθεί ότι: i) [image: ]


    ii) η f: είναι άρτια


    



    Λύση


    



    i)Έστω [image: ]. Τότε: [image: ]


    



    [image: ] (2)


    



    [image: ], γιατί η f: δεν είναι σταθερή.


    



    Οπότε: [image: ]


    



    ii)Έστω [image: ]. Τότε: [image: ]


    



    [image: ] άρα η f: είναι άρτια συνάρτηση.


    



    Οπότε: [image: ]


    



    Γεωμετρική ερμηνεία της άρτιας συνάρτησης


    



    Η γραφική παράσταση κάθε άρτιας συνάρτησης είναι συμμετρική ως προς τον άξονα yy΄. Στη γραφική παράσταση ανήκουν συγχρόνως τα σημεία: [image: ], [image: ] που είναι συμμετρικά ως προς τον άξοναyy΄ (Σχήμα 1.21)


    



    Γνωστές άρτιες συναρτήσεις


    



    i. [image: ] (άρτιες δυνάμεις του x)


    



    ii. [image: ] επειδή [image: ]


    



    iii. [image: ] επειδή [image: ]


    
      
        

      

    


    
      [image: ]

    


    



    Σχήμα 1.21: Γεωμετρική αναπαράσταση άρτιας συνάρτησης.


    



    Ορισμός περιττής συνάρτησης


    



    Θα λέμε ότι μία συνάρτηση f: είναι περιττή, αν και μόνο αν:


    



    i. [image: ]


    ii. [image: ]


    



    Παράδειγμα 1.17


    Να αποδειχθεί ότι η συνάρτηση f: [image: ] είναι περιττή.


    



    Λύση


    



    [image: ]


    



    Επίσης: [image: ]


    



    [image: ]


    



    Άρα, η f: είναι περιττή συνάρτηση.


    



    Παράδειγμα 1.18


    Να αποδειχθεί ότι η συνάρτηση f: [image: ] είναι περιττή.


    



    Λύση


    



    [image: ]


    



    Επίσης: [image: ]


    



    [image: ].


    



    Άρα, η f: είναι περιττή συνάρτηση.


    



    Παράδειγμα 1.19


    Να αποδειχθεί ότι η συνάρτηση f: [image: ] είναι περιττή.


    



    Λύση


    



    Η f: ορίζεται όταν [image: ] (1)


    



    Εξετάζουμε την ισότητα στην (1): [image: ]


    



    [image: ]


    



    Οπότε [image: ]


    



    Επίσης: [image: ]


    



    [image: ].


    



    Άρα, η f: είναι περιττή συνάρτηση.


    



    Παράδειγμα 1.20


    Για τη συνάρτηση [image: ] ισχύει η ισότητα: [image: ] (1)[image: ]


    



    Να αποδειχθεί ότι:


    



    i) [image: ]


    ii) η συνάρτηση f: είναι περιττή


    iii) [image: ] (2) [image: ]


    



    Λύση


    



    i) Έστω [image: ] [image: ]


    



    ii) Έστω [image: ] [image: ]


    Οπότε η συνάρτηση f: είναι περιττή.


    



    iii) Μπορεί κανείς να εργαστεί επαγωγικά:


    



    για [image: ] είναι [image: ](ισχύει)


    



    Έστω ότι η (2) ισχύει για [image: ]


    



    [image: ] (Υ)


    



    Θα αποδειχθεί παρακάτω ότι η (2) ισχύει για [image: ].


    



    [image: ] (ε)


    



    Είναι: [image: ]


    



    [image: ]


    



    Γεωμετρική ερμηνεία της περιττής συνάρτησης


    



    Η αρχή των αξόνων είναι κέντρο συμμετρίας της γραφικής παράστασης. Στην [image: ] έχουμε συγχρόνως τα σημεία:


    



    [image: ] που είναι συμμετρικά ως προς το κέντρο 0 (Σχήμα 1.22)


    



    Γνωστές περιττές συναρτήσεις


    



    i. [image: ] (περιττές δυνάμεις του x χωρίς σταθερό όρο)


    



    ii. [image: ] επειδή [image: ]


    



    iii. [image: ] επειδή [image: ]


    



    iv. [image: ] επειδή [image: ]


    



    v. [image: ] επειδή [image: ] (-1 περιττή δύναμη)


    


    
      
        

      

    


    
      [image: ]

    


    



    Σχήμα 1.22: Γεωμετρική ερμηνεία περιττής συνάρτησης.


    



    1.2.2 Περιοδικότητα


    



    Ορισμός περιοδικής συνάρτησης


    



    Μια συνάρτηση f: με πεδίο ορισμού A είναι περιοδική, αν και μόνο αν:


    



    i. Η f: δεν είναι σταθερή.


    ii. Υπάρχει αριθμός [image: ] έτσι ώστε:


    α) [image: ]


    β) [image: ]


    



    Παράδειγμα 1.21


    Να αποδειχθεί ότι η συνάρτηση f: [image: ], με [image: ] είναι περιοδική.


    



    Λύση


    



    Η f: είναι περιοδική συνάρτηση με [image: ] επειδή:


    



    α) Εξαιτίας του ότι το άθροισμα ακεραίων είναι ακέραιος, ισχύει:


    



    [image: ]


    



    β) Αν [image: ], τότε και [image: ], οπότε [image: ]


    



    Αν [image: ], τότε και [image: ], οπότε [image: ]


    



    Οπότε [image: ]


    



    Παράδειγμα 1.22


    Να αποδειχθεί ότι οι τριγωνομετρικές συναρτήσεις είναι περιοδικές.


    



    Λύση


    



    Παρατηρείται ότι:


    



    [image: ] η [image: ] είναι περιοδική


    με [image: ] ή [image: ] [image: ]


    



    επίσης:


    [image: ] η [image: ] είναι περιοδική


    με [image: ] ή [image: ] [image: ]


    ακόμη:


    [image: ] η [image: ] είναι περιοδική


    με [image: ] ή [image: ] [image: ]


    και:


    [image: ] η [image: ] είναι περιοδική


    με [image: ] ή [image: ] [image: ]


    



    Γεωμετρική ερμηνεία περιοδικής συνάρτησης


    



    Η γραφική παράσταση μιας περιοδικής συνάρτησης επαναλαμβάνεται σε διαστήματα ίσα με Τ.


    
      
        

      

    


    
      [image: ]

    


    



    Σχήμα 1.23: Γεωμετρική ερμηνεία περιοδικής συνάρτησης.


    



    1.2.3 Μονοτονία


    



    Ορισμοί


    



    Μια συνάρτηση f: λέγεται γνησίως αύξουσα στο Α και συμβολίζεται με f:↑ , αν και μόνο αν [image: ]:


    



    [image: ]


    [image: ]


    



    Καθώς δηλαδή αυξάνεται η ανεξάρτητη μεταβλητή, αυξάνει και η εξαρτημένη μεταβλητή. Μία γεωμετρική περιγραφή της έννοιας της γνησίως αύξουσας συνάρτησης δίνεται στο Σχήμα 1.24 (αριστερά).


    



    Μια συνάρτηση f: λέγεται αύξουσα στο Α και συμβολίζεται με f:↑ , αν και μόνο αν: [image: ]:


    



    [image: ]


    


    [image: ]


    



    Καθώς δηλαδή αυξάνεται η ανεξάρτητη μεταβλητή, η εξαρτημένη μεταβλητή αυξάνεται ή παραμένει σταθερή. Μια γεωμετρική περιγραφή της έννοιας της γνησίως αύξουσας συνάρτησης δίνεται στο Σχήμα 1.24 (δεξιά).


    



    Ομοίως, μια συνάρτηση f: λέγεται γνησίως φθίνουσα στο Α και συμβολίζεται με f:↓ , αν και μόνο αν[image: ]:


    



    [image: ]


    [image: ]


    



    Τέλος, μια συνάρτηση f: λέγεται φθίνουσα στο Α και συμβολίζεται με f:↓ , αν και μόνο αν[image: ]:


    



    [image: ]


    [image: ]


    



    Η γεωμετρική περιγραφή της έννοιας της γνησίως φθίνουσας και της φθίνουσας συνάρτησης δίνεται στο Σχήμα 1.25.


    



    [image: ]


    



    Σχήμα 1.24: Γεωμετρική περιγραφή της γνησίως αύξουσας (αριστερά) και της αύξουσας (δεξιά) συνάρτησης.


    
      
        

      

    


    
      [image: ]

    


    



    Σχήμα 1.25: Γεωμετρική περιγραφή της γνησίως φθίνουσας (αριστερά) και της φθίνουσας (δεξιά) συνάρτησης.


    



    Παράδειγμα 1.23


    Να αποδειχθεί ότι η f: [image: ] είναι γνησίως αύξουσα.


    



    Λύση


    



    [image: ]


    



    [image: ]f:↑ στο ΙR.


    



    Παράδειγμα 1.24


    Να μελετηθεί ως προς τη μονοτονία και να γίνει η γραφική παράσταση της συνάρτησης f: με


    



    [image: ]


    



    Λύση


    



    Α=IR


    



    Πίνακας τιμών:


    
      
        

      

    


    
      [image: ]

    


    [image: ] ισχύει:


    



    [image: ] (A)


    



    [image: ] [image: ] (B)


    



    [image: ] (Γ)


    



    [image: ]


    



    Άρα, η f: είναι ­ στο ΙR. Η γραφική παράσταση της συνάρτησης φαίνεται στο


    
      
        

      

    


    
      [image: ]

    


    



    Σχήμα 1.26: Γραφική παράσταση της συνάρτησης του παραδείγματος 2.


    



    Παράδειγμα 1.25


    Να μελετηθεί ως προς τη μονοτονία η συνάρτησης f: με [image: ]


    



    Λύση


    


    



    [image: ] [image: ] [image: ]


    


    



    [image: ]


    



    Επομένως, η f: είναι γνησίως φθίνουσα στο IR.


    



    Παρατηρήσεις – Ορολογία μονοτονίας


    



    Οι συναρτήσεις f: ­και f:↓ ονομάζονται γνησίως μονότονες.


    



    Οι συναρτήσεις f: ↑ ­ και f:↓ ονομάζονται μονότονες.


    



    Αν μια συνάρτηση είναι γνησίως μονότονη, τότε είναι και μονότονη.


    



    Αν μια συνάρτηση f: είναι και αύξουσα και φθίνουσα, τότε η συνάρτηση είναι σταθερή.


    



    Η μονοτονία μελετάται κατά διαστήματα.


    



    Στις ασκήσεις το ερώτημα να μελετηθεί η μονοτονία είναι διπλό. Συμπεριλαμβάνει τα εξής υποερωτήματα:


    i. Να βρεθεί σε ποια διαστήματα είναι μονότονη η συνάρτηση.


    ii. Να βρεθεί το είδος της μονοτονίας σε κάθε διάστημα.


    



    Παράδειγμα 1.26


    Να μελετηθεί ως προς τη μονοτονία η f: με γραφική παράσταση που φαίνεται στο Σχήμα 1.27:


    
      
        

      

    


    
      [image: ]

    


    



    Σχήμα 1.27: Γραφική παράσταση της συνάρτησης του παραπάνω παραδείγματος.


    



    Λύση


    



    Η f: είναι γνησίως αύξουσα στα διαστήματα: [image: ], [image: ] και γνησίως φθίνουσα στο διάστημα [image: ]


    



    Θεώρημα: Αν μια συνάρτηση f: είναι γνήσια μονότονη, τότε είναι και “1-1”.


    



    Απόδειξη:


    



    Έστω ότι η f: είναι γνησίως αύξουσα. Τότε:


    



    αν [image: ], τότε [image: ] και έτσι [image: ]


    οπότε η f: είναι “1-1”.


    



    αν [image: ], τότε [image: ] και έτσι [image: ]


    οπότε η f: είναι “1-1”.


    



    Ομοίως, έστω ότι η f: είναι γνησίως φθίνουσα. Τότε:


    



    αν [image: ], τότε [image: ] και έτσι [image: ]


    οπότε η f: είναι “1-1”.


    



    αν [image: ], τότε [image: ] και έτσι [image: ]


    οπότε η f: είναι “1-1”.


    



    1.2.4 Ακρότατα


    



    Ορισμοί


    



    Μια συνάρτηση f: έχει ολικό μέγιστο για [image: ] το οποίο συμβολίζεται με ymax ή fmax ή [image: ], αν και μόνο αν [image: ] ισχύει [image: ]. Σημειώνεται ότι πρέπει κάπου οπωσδήποτε να ισχύει το [image: ]


    



    Μια συνάρτηση f: έχει τοπικό μέγιστο στο διάστημα Ι για [image: ] αν και μόνο αν [image: ] ισχύει [image: ]. Πάλι, πρέπει κάπου οπωσδήποτε να ισχύει το [image: ].


    



    Μια συνάρτηση f: έχει ολικό ελάχιστο για [image: ] το οποίο συμβολίζεται με ymin ή fmin ή [image: ], αν και μόνο αν: [image: ] ισχύει [image: ]. Πρέπει κάπου οπωσδήποτε να ισχύει το [image: ].


    



    Μια συνάρτηση f: έχει τοπικό ελάχιστο στο διάστημα Ι για [image: ], αν και μόνο αν [image: ] ισχύει [image: ]. Ομοίως, πρέπει κάπου οπωσδήποτε να ισχύει το [image: ].


    
      
        

      

    


    
      [image: ]

    


    



    Σχήμα 1.28: Γεωμετρική περιγραφή του ολικού (αριστερά) και του τοπικού (δεξιά) μέγιστου μιας συνάρτησης.


    
      
        

      

    


    
      [image: ]

    


    



    Σχήμα 1.29: Γεωμετρική περιγραφή του ολικού (αριστερά) και του τοπικού (δεξιά) ελάχιστου μιας συνάρτησης.


    



    1.3 Στοιχειώδεις Συναρτήσεις


    



    Οι στοιχειώδεις συναρτήσεις είναι ορισμένες βασικές συναρτήσεις που τις ορίζουμε, τις μελετάμε μία-μία χωριστά και στηριζόμαστε σε αυτές για να φτιάξουμε άλλες πιο σύνθετες. Η μελέτη, οι ιδιότητες και οι γραφικές παραστάσεις των στοιχειωδών συναρτήσεων είναι γνωστές σαν τύποι και χρησιμοποιούνται χωρίς απόδειξη. Αυτές είναι οι εξής:


    1.3.1 Η σταθερή συνάρτηση f: [image: ]


    



    Θα λέμε ότι μία συνάρτηση είναι σταθερή σε όλο της το πεδίο ορισμού, αν [image: ] ή αν [image: ].


    



    Η γραφική παράσταση της σταθερής συνάρτησης είναι μία παράλληλη προς τον άξονα x΄x ευθεία, που διέρχεται από το σημείο (0,c). Η ευθεία αυτή περιορίζεται από το πεδίο ορισμού.


    



    Παράδειγμα 1.27


    Να γίνει γραφική παράσταση της συνάρτησης f: με [image: ].


    



    Λύση


    



    Το πεδίο ορισμού της συνάρτησης είναι το IR. Η γραφική της παράσταση, επομένως, είναι αυτή που φαίνεται στο Σχήμα 1.30 (αριστερά).


    



    Παράδειγμα 1.28


    Να γίνει γραφική παράσταση της συνάρτησης f: με [image: ].


    



    Λύση


    



    Για να ορίζεται η f: πρέπει να ισχύει: [image: ].


    



    Ακόμη [image: ].


    



    Οπότε το πεδίο ορισμού της f: είναι το [image: ] και η συνάρτηση γράφεται: [image: ]. Η γραφική της παράσταση, επομένως, είναι αυτή που φαίνεται στο Σχήμα 1.30 (δεξιά).


    
      
        

      

    


    
      [image: ]

    


    



    Σχήμα 1.30: Γραφική παράσταση των παραδειγμάτων 1.27 (αριστερά) και 1.28 (δεξιά).


    



    Παράδειγμα 1.29


    Να γίνει γραφική παράσταση της συνάρτησης [image: ] με:


    [image: ].


    



    Λύση


    



    Παρατηρώ ότι [image: ] ισχύει [image: ]. Η γραφική παράσταση της συνάρτησης, επομένως, έχει τη μορφή που φαίνεται στο Σχήμα 1.31.


    
      
        

      

    


    
      [image: ]

    


    



    Σχήμα 1.31: Γραφική παράσταση της συνάρτησης του παραδείγματος 1.29.


    



    1.3.2 Η ταυτοτική συνάρτηση


    



    Ταυτοτική ονομάζεται κάθε συνάρτηση Ι με τύπο [image: ][image: ]. Η ταυτοτική συνάρτηση είναι γνησίως αύξουσα σε όλο το πεδίο ορισμού της. Η γραφική της παράσταση ταυτίζεται με τη διχοτόμο της γωνίας [image: ], όπως φαίνεται στο Σχήμα 1.32.


    



    Η ταυτοτική συνάρτηση είναι το ουδέτερο στοιχείο της σύνθεσης συναρτήσεων. Δηλαδή: [image: ].


    
      
        

      

    


    
      [image: ]

    


    



    Σχήμα 1.32: Γραφική παράσταση της ταυτοτικής συνάρτησης.


    



    1.3.3 Η γραμμική συνάρτηση


    



    Γραμμική συνάρτηση ονομάζουμε κάθε συνάρτηση f: με τύπο [image: ].


    



    Κάθε συνάρτηση αυτής της μορφής έχει γραφική παράσταση μια ευθεία για την οποία θα γνωρίζουμε τα εξής:


    



    α) Από πλευράς αναλυτικής γεωμετρίας.


    



    Η [image: ] είναι ανηγμένη εξίσωση της ευθείας που έχει συντελεστή διευθύνσεως [image: ] και σημεία τομής με τους άξονες xx΄, yy΄ τα [image: ], [image: ] αντίστοιχα.


    
      
        

      

    


    
      [image: ]

    


    



    Σχήμα 1.33: Γενική γραφική παράσταση της γραμμικής συνάρτησης.


    



    β) Από αναλυτικής πλευράς:


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ] f: ↑ IR


    



    [image: ]


    



    [image: ] f: ↓ IR


    



    Μια γεωμετρική περιγραφή αυτών των περιπτώσεων δίνεται στο Σχήμα 1.34


    
      
        

      

    


    
      [image: ]

    


    



    Σχήμα 1.34: Γεωμετρική περιγραφή της συνάρτησης y=ax+b για τις περιπτώσεις α>0, α=0 και α<0.


    



    Γενίκευση


    



    Κάθε εξίσωση της μορφής [image: ] έχει γραφική παράσταση μια ευθεία με συντελεστή διευθύνσεως [image: ]. Εξυπακούεται ότι [image: ].


    



    Αν όμως [image: ] και [image: ], τότε έχουμε:


    [image: ].


    



    Οπότε η γραφική παράσταση θα είναι κατακόρυφη ευθεία.


    



    Αν [image: ], τότε έχουμε:


    [image: ].


    



    Οπότε η γραφική παράσταση θα είναι οριζόντια ευθεία.


    



    Ειδικές μορφές ευθείας


    



    Οι γραφικές παραστάσεις διαφόρων μορφών ευθειών φαίνονται στο Σχήμα 1.35.


    
      
        

      

    


    
      [image: ]

    


    



    Σχήμα 1.35: Διάφορες μορφές ευθείας.


    



    Σχετικές θέσεις δύο ευθειών


    



    α) Οι ε1, ε2 ευθείες είναι παράλληλες, αν και μόνο αν ισχύει: λ1 = λ2.


    



    β) Οι ε1, ε2 ευθείες είναι κάθετες αν και μόνο αν:


    ή ισχύει: [image: ]


    ή [image: ] οπότε η πρώτη είναι οριζόντια και η δεύτερη κατακόρυφη.


    



    Συντελεστής διευθύνσεως


    



    Συντελεστής διευθύνσεως μιας ευθείας ε ονομάζεται η εφαπτομένη της κυρτής προσανατολισμένης γωνίας που σχηματίζει ο θετικός ημιάξονας 0x με την ευθεία (Σχήμα 1.36).


    



    Σημείωση: Κυρτή γωνία ονομάζουμε κάθε ευθεία φ για την οποία ισχύει: [image: ].


    



    Τρόποι εύρεσης του συντελεστή διεύθυνσης


    



    i. Βρίσκοντας την εφαπτομένη της γωνίας φ.


    



    ii. Παίρνουμε δύο σημεία [image: ], [image: ] πάνω στην ευθεία της οποίας θέλουμε να υπολογίσουμε τον συντελεστή διευθύνσεως. Τότε αυτός θα δίνεται από τη σχέση:


    
      
        

      

    


    
      [image: ]

    


    
      
        

      

    


    
      [image: ]

    


    



    Σχήμα 1.36: Συντελεστής διεύθυνσης λ ευθείας.


    



    i. Αν η εξίσωση της ευθείας είναι a∙x+b = y , τότε ο συντελεστής διευθύνσεως λ συμπίπτει με το α (λ = α).


    



    ii. Αν η εξίσωση της ευθείας είναι η [image: ], τότε ο συντελεστής διευθύνσεως λ συμπίπτει με τον αντίθετο του λόγου του α προς το β ([image: ]).


    



    iii. Ο συντελεστής διευθύνσεως λ μπορεί να βρεθεί από δοσμένη σχετική θέση με άλλη ευθεία. Τότε έχουμε:


    



    Αν [image: ] , τότε [image: ]


    Αν [image: ], τότε [image: ]


    Αν οι ε, ε΄ σχηματίζουν προσανατολισμένη γωνία φ, τότε ο συντελεστής διευθύνσεως θα δίνεται από τη σχέση:


    [image: ]


    



    Κλιμακωτές Γραμμικές Συναρτήσεις


    



    Παράδειγμα 1.30


    Να γίνει μελέτη και γραφική παράσταση της συνάρτησης f: με [image: ].


    



    Λύση


    



    Το πεδίο ορισμού είναι το σύνολο των πραγματικών αριθμών.


    



    Αν [image: ] , τότε: [image: ]


    



    Αν [image: ] , τότε: [image: ]


    Οπότε: [image: ]


    



    Η γραφική παράσταση της f: είναι ένωση δύο ημιευθειών:


    



    Αν [image: ] , τότε [image: ] και: [image: ]


    



    Αν [image: ] , τότε: [image: ] και: [image: ]


    



    O πίνακας τιμών και η γραφική παράσταση της συνάρτησης f: δίνονται στον Πίνακα 1.1 και στο Σχήμα 1.37 αντίστοιχα.
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    Πίνακας 1.1: Πίνακας τιμών του παραδείγματος συνάρτησης που ανάγεται σε ευθείες.


    
      
        

      

    


    
      [image: ]

    


    



    Σχήμα 1.37: Γραφική παράσταση του παραδείγματος συνάρτησης που ανάγεται σε ευθείες.


    



    Χρήσιμη οδηγία 1


    



    Όταν ζητείται να γίνει γραφική παράσταση εξίσωσης πρώτου βαθμού, τότε μπορεί κανείς να ακολουθήσει τα εξής τρία βήματα:


    



    α) Πιστοποιείται ότι η εξίσωση είναι ευθεία.


    



    β) Από το συντελεστή του x βρίσκεται η μονοτονία.


    



    γ) Υπολογίζονται και σχεδιάζονται δύο σημεία της ευθείας


    



    δ) Σχεδιάζεται η ευθεία.


    



    Παράδειγμα 1.31:


    Να γίνει η γραφική παράσταση της f: με [image: ].


    



    Λύση


    



    Το πεδίο ορισμού της συνάρτησης f: είναι το IR (A = IR).


    



    Πράγματι, η γραφική παράσταση της f: είναι ευθεία με [image: ] και [image: ].


    



    Είναι: [image: ].


    



    O πίνακας τιμών και η γραφική παράσταση της συνάρτησης f: δίνονται στον Πίνακα 1.2 και στο Σχήμα 1.38 αντίστοιχα.


    



    Πίνακας τιμών:
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    Πίνακας 1.2: Πίνακας τιμών του παραδείγματος 1.31.


    
      
        

      

    


    
      [image: ]

    


    



    Σχήμα 1.38: Γραφική παράσταση του παραδείγματος συνάρτησης που ανάγεται σε ευθείες.


    



    Παράδειγμα 1.32


    Να γίνει γραφική παράσταση της συνάρτησης f: με


    



    [image: ]


    



    Λύση


    



    Το πεδίο ορισμού της συνάρτησης f: είναι το IR (A = IR). Η γραφική παράσταση της f: είναι ένωση δύο ημιευθειών και ενός ευθύγραμμου τμήματος.


    



    Αν [image: ] τότε [image: ] και [image: ]


    



    Αν [image: ] , τότε [image: ] οπότε η f: είναι σταθερή στο [image: ]


    



    Αν [image: ] , τότε [image: ] και [image: ]


    



    O πίνακας τιμών και η γραφική παράσταση της συνάρτησης f: δίνονται στον Πίνακα 1.3 και στο Σχήμα 1.39 αντίστοιχα.
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    Πίνακας 1.3: Πίνακας τιμών του παραδείγματος 1.32.


    
      
        

      

    


    
      [image: ]

    


    



    Σχήμα 1.39: Γραφική παράσταση του παραδείγματος 1.32.


    



    Χρήσιμη οδηγία 2


    



    Όταν ζητείται να βρεθεί η εξίσωση της ευθείας από δεδομένα στοιχεία, μπορεί κανείς να ακολουθήσει την εξής μεθοδολογία:


    



    Αρχικά ελέγχεται αν διατίθενται επαρκή στοιχεία. Για να βρούμε την εξίσωση μιας ευθείας απαιτούνται:


    ή οι συντεταγμένες δύο σημείων της,


    ή οι συντεταγμένες ενός σημείου της και μία διεύθυνση σχετικά με άλλη γνωστή ευθεία.


    



    Στη συνέχεια, χρησιμοποιούνται οι εξής συνεπαγωγές:


    α) [image: ]


    



    β) [image: ]


    



    Παρατήρηση


    



    Μια πιο απλή, ισοδύναμη μέθοδος είναι η εξής:


    



    Στην πρώτη περίπτωση, χρησιμοποιώντας τον τύπο [image: ], αντικαθιστώνται οι συντεταγμένες κάθε σημείου και λύνεται το σύστημα που προκύπτει.


    



    Στη δεύτερη περίπτωση, βρίσκεται ο συντελεστής διευθύνσεως και γνωρίζοντας ότι [image: ], αντικαθιστώνται στον τύπο [image: ], τα x,y από το γνωστό σημείο και το α με το ίσον του. Έτσι βρίσκεται και το β, οπότε το πρόβλημα έχει λυθεί.


    



    Παράδειγμα 1.33


    Να βρεθεί η εξίσωση της ευθείας ε με σημεία: [image: ], [image: ].


    



    Λύση


    



    Έστω [image: ] (1). Τότε αντικαθιστώντας στην (1) τις συντεταγμένες των σημείων Α, Β, βρίσκεται ότι:


    



    [image: ]


    Οπότε η (1) γράφεται: [image: ]


    



    Χρήσιμη οδηγία 3


    



    Όταν ζητείται να βρεθούν τα κοινά σημεία δύο ευθειών, λύνεται το σύστημα των εξισώσεών τους, διότι αν Μ το κοινό τους σημείο, τότε οι συντεταγμένες του Μ θα επαληθεύουν και τις δύο εξισώσεις.


    



    Αν το σύστημα έχει μοναδική λύση, τότε οι ευθείες τέμνονται σε ένα σημείο.


    



    Αν το σύστημα είναι αδύνατο τότε δεν υπάρχει κοινό σημείο των δύο ευθειών. Οι ευθείες δηλαδή είναι παράλληλες.


    



    Αν το σύστημα είναι αόριστο τότε οι ευθείες έχουν άπειρα κοινά σημεία, δηλαδή ταυτίζονται.


    



    Παράδειγμα 1.34


    Για ποιες τιμές του α οι ευθείες ε1 με [image: ] και ε2 με [image: ] είναι παράλληλες;


    



    Λύση


    



    Για να είναι [image: ] πρέπει [image: ]


    



    Παράδειγμα 1.35


    Να βρεθεί η ευθεία που περνάει από το σημείο τομής των ευθειών ε1 με [image: ] και ε2 με [image: ], και που είναι κάθετη στη διχοτόμο της [image: ] γωνίας.


    



    Λύση


    



    Το σημείο τομής των ε1, ε2 είναι η λύση του συστήματος:


    



    [image: ]


    



    Άρα, το κοινό σημείο των ε1, ε2 είναι το [image: ].


    



    Η διχοτόμος της [image: ] είναι η [image: ] (1)


    



    Η ζητούμενη είναι κάθετη στην (1), οπότε [image: ].


    



    Άρα, η ζητούμενη [image: ] έχει [image: ] και διέρχεται από το σημείο [image: ], άρα η [image: ] (2) επαληθεύεται από τις συντεταγμένες του Μ.


    



    Οπότε:


    



    [image: ]


    



    Άρα, η εξίσωση της ζητούμενης ευθείας είναι η [image: ]. Η διαδικασία επίλυσης, την οποία ακολουθήσαμε, περιγράφεται γραφικά στο Σχήμα 1.40.


    
      
        

      

    


    
      [image: ]

    


    



    Σχήμα 1.40: Γραφική περιγραφή της λύσης του παραδείγματος 1.35.


    



    1.3.4 Συνάρτηση της μορφής [image: ].


    



    Σημείωση: Παραβολή λέγεται ο γεωμετρικός τόπος που αποτελείται από σημεία των οποίων οι αποστάσεις από μία σταθερή ευθεία και ένα σταθερό σημείο είναι ίσες. Η σταθερή ευθεία ονομάζεται διευθετούσα και το σταθερό σημείο εστία. Η παραβολή μπορεί, επίσης, να οριστεί ως τομή ενός κώνου από επίπεδο παράλληλο σε μια γενέτειρά του. Μια γεωμετρική περιγραφή της παραβολής δίνεται στο Σχήμα 1.41.


    
      
        

      

    


    
      [image: ]

    


    



    Σχήμα 1.41: Ορισμός παραβολής.


    



    Η παραβολή είναι μια ανοιχτή καμπύλη. Άξονας της παραβολής ονομάζεται η κάθετος επί της διευθετούσης που διέρχεται από την εστία. Το σημείο που η παραβολή τέμνει τον άξονά της λέγεται κορυφή της παραβολής.


    



    Κάθε συνάρτηση της μορφής [image: ] έχει γραφική παράσταση μια παραβολή με τα εξής στοιχεία:


    



    Αν [image: ], τότε το πεδίο ορισμού της f: είναι το σύνολο των πραγματικών αριθμών και το πεδίο τιμών το σύνολο των μη αρνητικών πραγματικών αριθμών [image: ]. Η συνάρτηση είναι άρτια και επομένως, έχει άξονα συμμετρίας (άξονα παραβολής) τον άξονα yy΄. Οι μεταβολές της συνάρτησης και η γραφική της παράσταση δίνονται στον Πίνακα 1.4 και στο Σχήμα 1.42.
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    Πίνακας 1.4: Μεταβολές της συνάρτησης παραβολής για a > 0.


    
      
        

      

    


    
      [image: ]

    


    



    Σχήμα 1.42: Γραφική παράσταση παραβολής με α > 0.


    



    Αν [image: ], τότε το πεδίο ορισμού της συνάρτησης είναι το σύνολο των πραγματικών αριθμών και το πεδίο τιμών το σύνολο των μη θετικών πραγματικών αριθμών. [image: ]. Η συνάρτηση είναι άρτια, άρα έχει άξονα συμμετρίας (άξονα παραβολής) τον άξονα yy΄. Οι μεταβολές της συνάρτησης και η γραφική της παράσταση δίνονται στον Πίνακα1.5 και στο Σχήμα 1.43.


    



    
      
        
        
        
        
      

      
        
          	
            x

          

          	
            -∞

          

          	
            0

          

          	
            +∞

          
        


        
          	
            f(x)

          

          	
            [image: ]

          

          	
            κορυφή


            max

          

          	
            [image: ]

          
        

      
    


    


    



    Πίνακας 1.5: Μεταβολές της συνάρτησης παραβολής για a < 0.


    



    [image: ]


    



    Σχήμα 1.43: Γραφική παράσταση παραβολής με α > 0.


    



    Παράδειγμα 1.36


    Να προσδιοριστούν τα α, β της συνάρτησης f: με


    



    [image: ] για την οποία ισχύει: [image: ].


    



    Λύση


    



    [image: ]


    



    [image: ].


    



    Παράδειγμα 1.37


    Να γίνει η γραφική παράσταση της συνάρτησης f: με [image: ].


    



    Λύση


    



    Η γραφική παράσταση της συνάρτησης f: είναι παραβολή με [image: ], οπότε:


    



    [image: ]


    



    Η συνάρτηση είναι άρτια, άρα έχει άξονα συμμετρίας (άξονα παραβολής) τον άξονα yy΄. Οι μεταβολές της συνάρτησης και η γραφική της παράσταση δίνονται στον Πίνακα 1.6 και στο Σχήμα 1.44.
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    Πίνακας 1.6: Μεταβολές της συνάρτησης του παραδείγματος 1.37.


    
      
        

      

    


    
      [image: ]

    


    



    Σχήμα 1.44: Γραφική παράσταση της συνάρτησης του παραδείγματος 1.37.


    



    Οριζόντια μετατόπιση παραβολής κατά κ:[image: ]


    



    Η γραφική παράσταση της συνάρτησης f: είναι παράλληλη μετατόπιση της γραφικής παράστασης της g: με [image: ] κατά κ προς τα δεξιά.


    



    Αν [image: ], τότε το πεδίο ορισμού της συνάρτησης είναι το Α = IR και το πεδίο τιμών το f(A) = IR+. Η γραφική παράσταση της συνάρτησης έχει άξονα συμμετρίας την ευθεία x = κ. Οι μεταβολές της συνάρτησης και η γραφική της παράσταση δίνονται στον Πίνακα 1.7 και στο Σχήμα 1.45. Για [image: ], η γραφική παράσταση τέμνει τον άξονα yy΄ στο σημείο [image: ].
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    Πίνακας 1.7: Μεταβολές της οριζόντια μετατοπισμένης παραβολής για α > 0.


    
      
        

      

    


    
      [image: ]

    


    



    Σχήμα 1.45: Γραφική παράσταση της οριζόντια μετατοπισμένης παραβολής για α > 0.


    



    Αν [image: ], τότε το πεδίο ορισμού της συνάρτησης είναι το Α = IR και το πεδίο τιμών το f(A) = IR- Η γραφική παράσταση της συνάρτησης έχει άξονα συμμετρίας την ευθεία x = κ. Οι μεταβολές της συνάρτησης και η γραφική της παράσταση δίνονται στον Πίνακα 1.8 και στο Σχήμα 1.46. Για [image: ], η γραφική παράσταση τέμνει τον άξονα yy΄ στο σημείο [image: ].
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    Πίνακας 1.8: Μεταβολές της οριζόντια μετατοπισμένης παραβολής για α < 0.


    
      
        

      

    


    
      [image: ]

    


    



    Σχήμα 1.46: Γραφική παράσταση της οριζόντια μετατοπισμένης παραβολής για α < 0.


    



    Παράδειγμα 1.38


    Να γίνει γραφική παράσταση της συνάρτησης f: με [image: ].


    



    Λύση


    



    [image: ]


    



    Η γραφική παράσταση της συνάρτησης f: είναι παραβολή και μάλιστα παράλληλη μετατόπιση της g: με [image: ], κατά 0.5. Είναι [image: ], άρα το πεδίο ορισμού της συνάρτησης είναι το IR και το πεδίο τιμών το IR-. Οι μεταβολές της συνάρτησης παρουσιάζονται στον Πίνακα 1.9. H γραφική παράσταση της f: έχει άξονα συμμετρίας την ευθεία[image: ] και τέμνει τον άξονα y΄y στο σημείο[image: ], όπως φαίνεται στο Σχήμα 1.47.
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    Πίνακας 1.9: Μεταβολές της συνάρτησης του παραδείγματος οριζόντιας μετατόπισης παραβολής.


    
      
        

      

    


    
      [image: ]

    


    



    Σχήμα 1.47: Γραφική παράσταση της συνάρτησης του παραδείγματος οριζόντιας μετατόπισης παραβολής.


    



    Συνάρτηση της μορφής[image: ] (τριώνυμο)


    



    Η γραφική παράσταση της συνάρτησης αυτής είναι οριζόντια και κατακόρυφη μετατόπιση της γραφικής παράστασης της συνάρτησης g: με [image: ]. Το πεδίο ορισμού της συνάρτησης είναι το IR.


    



    Αν [image: ]: Το πεδίο τιμών της συνάρτησης είναι το διάστημα [image: ].


    Η γραφική παράσταση της συνάρτησης f: έχει άξονα συμμετρίας την ευθεία [image: ].


    Η παραβολή έχει κορυφή το σημείο [image: ]


    



    Οι μεταβολές και η γραφική παράσταση της συνάρτησης δίνονται στον Πίνακα 1.10 και στο Σχήμα 1.48. Τα σημεία τομής με τον άξονα x΄x έχουν τετμημένες τις ρίζες της εξίσωσης [image: ].
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    Πίνακας 1.10: Μεταβολές της συνάρτησης τριωνύμου για α > 0.


    



    Αν [image: ]: Το πεδίο τιμών της συνάρτησης είναι το διάστημα [image: ].


    Η γραφική παράσταση της συνάρτησης f: έχει άξονα συμμετρίας την ευθεία [image: ].


    Η παραβολή έχει κορυφή το σημείο [image: ]


    



    Οι μεταβολές και η γραφική παράσταση της συνάρτησης δίνονται στον Πίνακα 1.11 και στο Σχήμα 1.48 (δεξιά). Τα σημεία τομής με τον άξονα x΄x έχουν τετμημένες τις ρίζες της εξίσωσης [image: ].
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    Πίνακας 1.11: Μεταβολές της συνάρτησης τριωνύμου για α < 0.


    
      
        

      

    


    
      [image: ]

    


    



    Σχήμα 1.48: Γραφική παράσταση της συνάρτησης τριωνύμου για α > 0 (αριστερά) και για α < 0 (δεξιά)


    



    Παράδειγμα 1.39


    Να γίνει γραφική παράσταση της συνάρτησης f: με [image: ].


    



    Λύση


    



    Η γραφική παράσταση της συνάρτησης f: είναι παραβολή. Είναι [image: ], άρα το πεδίο ορισμού της συνάρτησης είναι το IR και το πεδίο τιμών το [image: ]. H γραφική παράσταση της f: είναι συμμετρική ως προς άξονα συμμετρίας την ευθεία [image: ]. Η παραβολή έχει κορυφή το σημείο:


    [image: ]


    



    Η συνάρτηση είναι f: ↓ στο (-∞, 2.5] και f: ↑ στο [2.5, +∞). Για [image: ] η συνάρτηση έχει ολικό ελάχιστο το [image: ].


    Η γραφική παράσταση της f: τέμνει τον άξονα yy΄ στο [image: ] και τον άξονα x΄x στα σημεία [image: ]. Οι μεταβολές και η γραφική της παράσταση φαίνονται στον Πίνακα 1.12 και στο Σχήμα 1.49.
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    Πίνακας 1.12: Μεταβολές της συνάρτησης του παραδείγματος 1.39.


    



    [image: ]


    



    Σχήμα 1.49: Γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων για τα παραδείγματα 1.39 (αριστερά) και 1.40 (δεξιά).


    



    Παράδειγμα 1.40


    Να γίνει γραφική παράσταση και να προσδιοριστούν τα α, β, γ της συνάρτησης f: με [image: ], αν η γραφική παράσταση της f: τέμνει τον άξονα x΄x στα σημεία [image: ], [image: ] και έχει μέγιστο το 1.


    



    Λύση


    



    Τα σημεία τομής με τον άξονα x΄x είναι οι ρίζες της f:. Οπότε πρέπει: [image: ].


    



    Για να έχει η f μέγιστο το 1, πρέπει: [image: ]


    



    Επιλύεται το σύστημα:


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ] (4)


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ] [image: ]


    Η f: γράφεται: [image: ]


    



    Μελέτη συνάρτησης:


    



    Η συνάρτηση έχει γραφική παράσταση παραβολή οπότε: [image: ]


    



    Το πεδίο ορισμού της f: είναι το IR και το πεδίο τιμών το IR-.


    



    Η γραφική παράσταση της συνάρτησης f: έχει άξονα συμμετρίας την ευθεία


    



    [image: ].


    



    Η κορυφή της συνάρτησης (μέγιστο) είναι το σημείο:


    



    [image: ]


    



    Η συνάρτηση είναι f: ↑ στο (-∞, 1] και f: ↓ στο [1, +∞).


    



    Είναι: [image: ] οπότε η γραφική παράσταση της f: τέμνει τον άξονα y΄y στο σημείο [image: ]


    



    Επίσης: [image: ] οπότε η γραφική παράσταση της f: τέμνει τον άξονα x΄x στα σημεία [image: ], [image: ]. Οι μεταβολές και η γραφική παράσταση της συνάρτησης φαίνονται στον Πίνακα 1.13 και στο Σχήμα 1.49 (δεξιά).
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    Πίνακας 1.13: Μεταβολές της συνάρτησης του παραδείγματος 1.40.


    


    


    



    1.3.5 Συνάρτηση της μορφής [image: ] και γενικότερα [image: ].


    Το πεδίο ορισμού Α και το πεδίο τιμών f(A) της συνάρτησης είναι το σύνολο των πραγματικών αριθμών. Η συνάρτηση είναι περιττή, διότι:


    



    [image: ]


    [image: ]


    



    Επομένως, η συνάρτηση έχει κέντρο συμμετρίας το σημείο [image: ].


    



    Αν α > 0:


    



    Οριακή συμπεριφορά:


    



    Προφανώς: [image: ] και [image: ]


    



    Η συνάρτηση είναι γνησίως αύξουσα, f:↑ [image: ]. Οι μεταβολές της θα είναι:
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    Πίνακας 1.14: Μεταβολές της συνάρτησης a∙x3 για α > 0.


    



    Σημείωση: Σημείο καμπής ονομάζεται το σημείο αλλαγής καμπυλότητας μιας καμπύλης.


    Η γραφική παράσταση της συνάρτησης παρουσιάζεται στο Σχήμα 1.50 (αριστερά).
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    Σχήμα 1.50: Γραφική παράσταση της συνάρτησης a∙x3 για α > 0 (αριστερά) και για a < 0 (δεξιά).


    



    Αν α < 0:


    



    Οριακή συμπεριφορά:


    



    Προφανώς: [image: ] και [image: ]


    



    Η συνάρτηση είναι γνησίως φθίνουσα, f:↓[image: ]. Οι μεταβολές της θα είναι:
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    Πίνακας 1.15: Μεταβολές της συνάρτησης a∙x3 για α < 0.


    



    Η γραφική παράσταση της συνάρτησης παρουσιάζεται στο Σχήμα 1.50 (δεξιά).


    



    Η γενική μορφή των γραφικών παραστάσεων για πολυωνυμικές συναρτήσεις τρίτου βαθμού και άρτιες πολυωνυμικές συναρτήσεις τέταρτου βαθμού παρουσιάζονται στο Σχήμα 1.51 και στο Σχήμα 1.52 αντίστοιχα.
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    Σχήμα 1.51: Γραφική παράσταση της συνάρτησης f(x) = a∙x3+b∙x2 +c∙x+d για α < 0 (αριστερά) και α > 0 (δεξιά).
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    Σχήμα 1.52: Γραφική παράσταση της συνάρτησης f(x) = a∙x4+b∙x2 +c για α < 0 (αριστερά) και α > 0 (δεξιά).


    



    1.3.6 Συνάρτηση της μορφής [image: ].


    



    Το πεδίο ορισμού της συνάρτησης είναι το ΙR* και το πεδίο τιμών το ΙR*. Η συνάρτηση είναι περιττή, διότι:


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Επομένως, η συνάρτηση έχει κέντρο συμμετρίας το σημείο [image: ].


    



    Αν α > 0, η οριακή της συμπεριφορά θα είναι:


    



    [image: ] [image: ]


    



    [image: ] [image: ]


    



    Ο άξονας x΄x δηλαδή η ευθεία [image: ] είναι οριζόντια ασύμπτωτη της γραφικής παράστασης της f:.


    



    Ο άξονας y΄y δηλαδή η ευθεία [image: ] είναι κατακόρυφη ασύμπτωτη της γραφικής παράστασης της f:.


    



    Είναι γνησίως φθίνουσα (f:↓) στο (- ∞, 0] και επίσης ↓ στο (0, + ∞]. Όμως, δεν είναι φθίνουσα σε όλο το πεδίο ορισμού, διότι ανάλογα με την εκλογή των x1, x2 η σχέση [image: ] δίνει άλλοτε [image: ] και άλλοτε [image: ].


    



    Απόδειξη:


    



    Αν [image: ]


    


    



    και αν [image: ]


    



    Οι μεταβολές και η γραφική παράσταση της συνάρτησης φαίνονται στον Πίνακα 1.16 και στο Σχήμα 1.53 (αριστερά).
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    Πίνακας 1.16: Μεταβολές της συνάρτησης f(x) = a / x, για α >0.


    



    Αν α < 0, η οριακή της συμπεριφορά θα είναι:


    



    [image: ] [image: ]


    



    [image: ] [image: ]


    



    Όπως και στην προηγούμενη περίπτωση, η συνάρτηση έχει ασύμπτωτες, τους άξονες x΄x και y΄y. Είναι γνησίως αύξουσα (f:↑) στο (- ∞, 0] και επίσης ↑ στο (0, + ∞], αλλά όχι σε όλο το πεδίο ορισμού. Οι μεταβολές και η γραφική παράσταση της συνάρτησης φαίνονται στον Πίνακα 1.17 και στο Σχήμα 1.53 (δεξιά).
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    Πίνακας 1.17: Μεταβολές της συνάρτησης f(x) = a / x, για α < 0.
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    Σχήμα 1.53: Γραφική παράσταση της συνάρτησης f(x) = a / x, για α > 0 (αριστερά) και για α < 0 (δεξιά).


    



    Παράδειγμα 1.41


    Να γίνει μελέτη της συνάρτησης f: με [image: ].


    



    Λύση


    



    Πρέπει [image: ] για να ορίζεται η f: οπότε Α=IR*.


    



    Είναι [image: ] και [image: ]


    



    Άρα, η γραφική παράσταση έχει οριζόντια ασύμπτωτη την ευθεία [image: ] στα +∞, -∞, ενώ έχει κατακόρυφη ασύμπτωτη την ευθεία [image: ] στο 0.


    



    Η συνάρτηση f: είναι περιττή, αφού η γραφική της παράσταση είναι υπερβολή (έχει κέντρο συμμετρίας το σημείο [image: ]).


    



    [image: ] οπότε η μονοτονία της f: θα είναι:
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    Πίνακας 1.18: Μεταβολές της συνάρτησης του παραδείγματος.


    



    1.3.7 Η ομογραφική συνάρτηση


    



    Είναι η συνάρτηση της μορφής [image: ] με [image: ].


    



    Σημείωση: Αν [image: ], τότε η γραφική παράσταση της f: είναι ευθεία και έχει εξίσωση την [image: ].


    



    Αν [image: ], τότε η συνάρτηση είναι σταθερή με [image: ] και με [image: ]. Η γραφική παράσταση της συνάρτησης σ’ αυτήν την περίπτωση παρουσιάζεται στο Σχήμα 1.54.


    
      
        

      

    


    
      [image: ]

    


    



    Σχήμα 1.54: Γραφική παράσταση της ομογραφικής συνάρτησης με μηδενική ορίζουσα.


    



    Αν [image: ], τότε η γραφική παράσταση είναι ισοσκελής υπερβολή (ανάγεται στην [image: ]) με τα εξής στοιχεία:


    



    Το πεδίο ορισμού της συνάρτησης είναι το [image: ].


    



    Κατακόρυφη ασύμπτωτη της συνάρτησης είναι η ευθεία [image: ].


    



    Οριζόντια ασύμπτωτη της συνάρτησης είναι η ευθεία [image: ].


    



    Η συνάρτηση έχει κέντρο συμμετρίας το σημείο [image: ].


    



    Αν D > 0, τότε η συνάρτηση είναι γνησίως αύξουσα (f:↑) στο (- ∞, -δ/γ] και επίσης ↑ στο [-δ/γ, + ∞), αλλά όχι σε όλο το πεδίο ορισμού. Οι μεταβολές της συνάρτησης παρουσιάζονται στον Πίνακα 1.19. Η γραφική παράσταση δίνεται στο Σχήμα 1.55 (αριστερά).
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    Πίνακας 1.19: Μεταβολές της ομογραφικής συνάρτησης για D>0.


    



    Αν D < 0, τότε η συνάρτηση είναι γνησίως φθίνουσα (f:↓) στο (- ∞, -δ/γ] και επίσης ↓ στο [-δ/γ, + ∞), αλλά όχι σε όλο το πεδίο ορισμού. Οι μεταβολές της συνάρτησης παρουσιάζονται στον Πίνακα 1.20. Η γραφική παράσταση δίνεται στο Σχήμα 1.55 (δεξιά).
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    Πίνακας 1.20: Μεταβολές της ομογραφικής συνάρτησης για D < 0
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    Σχήμα 1.55: Γραφική παράσταση της ομογραφικής συνάρτησης για D > 0 (αριστερά) και D < 0 (δεξιά) .


    



    Όπως αναφέρθηκε, αν [image: ], τότε η γραφική παράσταση είναι ισοσκελής υπερβολή. Η απόδειξη της πρότασης αυτής προκύπτει άμεσα, εξισώνοντας τη συνάρτηση με μια έκφραση της μορφής y – k1 = C/(x-k2) και υπολογίζοντας τις σχέσεις μεταξύ των παραμέτρων. Η ίδια μέθοδος ακολουθείται παρακάτω, με χρήση της τεχνικής διαίρεσης πολυωνύμων:


    



    Εκτελείται η διαίρεση [image: ]:


    
      
        

      

    


    
      [image: ]

    


    
      
        

      

    


    [image: ]


    



    Επομένως: [image: ]Έστω [image: ].


    



    Τότε: [image: ]


    



    Έστω [image: ], [image: ]


    Τότε λαμβάνεται η συνάρτηση [image: ] (1) σε ένα νέο σύστημα αξόνων XKY με αρχή [image: ] και άξονες παράλληλους με τους αρχικούς.


    



    Αυτή η συνάρτηση (1) είναι η γνωστή συνάρτηση της ισοσκελούς υπερβολής.


    



    Σημείωση: Σύνοψη του αλγόριθμου διαίρεσης πολυωνύμων:


    



    Βήμα 1: Τα μονώνυμα κάθε πολυωνύμου διατάσσονται κατά τις κατιούσες δυνάμεις του x.


    



    Βήμα 2: Γράφεται το πηλίκο του λόγου των μονωνύμων μεγαλύτερου βαθμού από κάθε πολυώνυμο, στο πηλίκο.


    



    Βήμα 3: Το πηλίκο του λόγου αυτού πολλαπλασιάζεται με τον διαιρετέο και αναγράφεται το γινόμενο κάτω από αυτόν. Κατόπιν, εκτελείται η αφαίρεση του γινομένου από τον διαιρετέο και αναγράφεται το υπόλοιπο από κάτω.


    



    Βήμα 4: Η διαδικασία των βημάτων 2 και 3 εκτελείται διαδοχικά, ώσπου το τελικό υπόλοιπο να είναι μικρότερου βαθμού από τον βαθμό του διαιρέτη.


    



    Παράδειγμα 1.42


    Να γίνει γραφική παράσταση της συνάρτησης f: με [image: ].


    



    Λύση


    



    Το πεδίο ορισμού της συνάρτησης είναι το [image: ].


    Εκτελείται η διαίρεση [image: ]:


    



    
      [image: ]

    


    



    Επομένως: [image: ]


    



    Έστω [image: ], [image: ]


    



    Τότε καταλήγει κανείς στη συνάρτηση [image: ] σε ένα νέο σύστημα αξόνων με αρχή [image: ] και άξονες παράλληλους με τους αρχικούς.


    



    Μελέτη της συνάρτησης ως προς το σύστημα ΧΚΥ:


    



    Η συνάρτηση είναι της μορφής [image: ] με [image: ], οπότε έχει οριζόντια ασύμπτωτη την ευθεία [image: ]και κατακόρυφη ασύμπτωτη την ευθεία [image: ]. Έχει κέντρο συμμετρίας το σημείο [image: ] (περιττή συνάρτηση). Οι μεταβολές της συνάρτησης στο σύστημα ΧΚΥ παρουσιάζονται στον Πίνακα 1.21. Ως προς το σύστημα xOy, η συνάρτηση f: έχει οριζόντια ασύμπτωτη την ευθεία [image: ] και κατακόρυφη ασύμπτωτη την ευθεία x = 3, ενώ είναι συμμετρική ως προς το σημείο Κ(3,2). Είναι γνησίως φθίνουσα στα διαστήματα (-∞,3) και (3, +∞). Ο αντίστοιχος πίνακας μεταβολών παρουσιάζεται στον Πίνακα 1.22. Η γραφική παράσταση της συνάρτησης παρουσιάζεται στο Σχήμα 1.56.
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    Πίνακας 1.21: Πίνακας μεταβολών για το παράδειγμα ομογραφικής συνάρτησης, στο σύστημα συντεταγμένων ΧΚΥ.
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    Πίνακας 1.22: Πίνακας μεταβολών για το παράδειγμα ομογραφικής συνάρτησης, στο σύστημα συντεταγμένων xOy.


    
      
        

      

    


    
      [image: ]

    


    



    Σχήμα 1.56: Γραφική παράσταση για το παράδειγμα ομογραφικής συνάρτησης.


    



    1.3.8 Συνάρτηση της μορφής [image: ].


    



    Το πεδίο ορισμού αυτής της συνάρτησης είναι το IR* και το πεδίο τιμών το [image: ]. Η συνάρτηση είναι άρτια με άξονα συμμετρίας y΄y.


    



    Είναι [image: ] και [image: ]


    



    Επομένως, η συνάρτηση f: έχει οριζόντια ασύμπτωτη την ευθεία [image: ] και κατακόρυφη ασύμπτωτη την ευθεία [image: ].


    



    Είναι γνησίως αύξουσα στο διάστημα (-∞,0) και γνησίως φθίνουσα στο διάστημα (0, +∞). Ο πίνακας μεταβολών δίνεται στον Πίνακα 1.23. Η γραφική παράσταση της συνάρτησης παρουσιάζεται στο Σχήμα 1.57.
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    Πίνακας 1.23: Μεταβολές της συνάρτησης του παραδείγματος οριζόντιας μετατόπισης παραβολής.


    


    
      
        

      

    


    
      [image: ]

    


    



    Σχήμα 1.57: Γραφική παράσταση της συνάρτησης του παραδείγματος οριζόντιας μετατόπισης παραβολής.


    



    1.3.9 Η εκθετική συνάρτηση


    



    Ονομάζουμε εκθετική συνάρτηση με βάση α την [image: ] με [image: ], και με [image: ]. Το πεδίο ορισμού αυτής της συνάρτησης είναι το IR και το πεδίο τιμών το[image: ].


    



    Αν [image: ]:


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Η συνάρτηση έχει οριζόντια ασύμπτωτη τον αρνητικό ημιάξονα x΄x. Είναι γνησίως αύξουσα σε όλο το IR. Ο πίνακας μεταβολών της δίνεται στον Πίνακα 1.24 και η γραφική παράσταση στο Σχήμα 1.58 (αριστερά).
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    Πίνακας 1.24: Πίνακας μεταβολών της εκθετικής συνάρτησης για α > 1.


    



    Αν [image: ]:


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Επομένως, η συνάρτηση έχει οριζόντια ασύμπτωτη τον θετικό ημιάξονα των x΄x. Είναι γνησίως αύξουσα σε όλο το IR. Ο πίνακας μεταβολών της δίνεται στον Πίνακα 1.25 και η γραφική παράσταση στο Σχήμα 1.58 (αριστερά).
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    Πίνακας 1.25: Πίνακας μεταβολών της εκθετικής συνάρτησης για 0 < α < 1.


    



    Σημείωση


    



    Για [image: ], έχουμε [image: ] δηλαδή εκθετική συνάρτηση με βάση e. Η συνάρτηση αυτή συμβολίζεται με [image: ] (από τη λέξη exponent = εκθετικός). Είναι: [image: ] .
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    Σχήμα 1.58: Γραφική παράσταση της εκθετικής συνάρτησης για α > 1 (αριστερά) και για α < 1 (δεξιά).


    



    1.3.10 Η λογαριθμική συνάρτηση


    



    Η λογαριθμική συνάρτηση ορίζεται ως εξής:


    



    [image: ], [image: ]


    



    Για τη μελέτη αυτής της συνάρτησης, από τις ιδιότητες του λογάριθμου, προκύπτει ότι το πεδίο ορισμού της είναι το [image: ] και το πεδίο τιμών το IR.


    



    Αν [image: ], τότε:


    



    [image: ]


    



    [image: ].


    



    Η ευθεία [image: ] είναι κατακόρυφη ασύμπτωτη της συνάρτησης. Η λογαριθμική συνάρτηση είναι γνησίως αύξουσα [image: ]. Ο πίνακας μεταβολών και η γραφική της παράσταση δίνονται στον Πίνακα 1.26 και στο Σχήμα 1.59 (αριστερά).
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    Πίνακας 1.26: Πίνακας μεταβολών της λογαριθμικής συνάρτησης για α > 1.


    



    Αν [image: ]:


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Η ευθεία [image: ] είναι κατακόρυφη ασύμπτωτη της συνάρτησης. Η λογαριθμική συνάρτηση είναι γνησίως φθίνουσα [image: ]. Ο πίνακας μεταβολών και η γραφική της παράσταση δίνονται στον Πίνακα 1.27 και στο Σχήμα 1.59 (δεξιά).


    



    
      
        
        
        
        
      

      
        
          	
            x

          

          	
            0

          

          	
            1

          

          	
            +∞

          
        


        
          	
            f(x)

          

          	
            +∞[image: ]

          

          	
            0[image: ]

          

          	
            -∞

          
        

      
    


    


    



    Πίνακας 1.27: Πίνακας μεταβολών της λογαριθμικής συνάρτησης για 0 < α < 1.
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    Σχήμα 1.59: Γραφική παράσταση της λογαριθμικής συνάρτησης για α > 1 (αριστερά) και για 0 < α < 1 (δεξιά).


    



    1.3.11 Τριγωνομετρικές συναρτήσεις


    



    Η ημιτονοειδής συνάρτηση f(x) = sinx.


    



    Το πεδίο ορισμού της ημιτονοειδούς συνάρτησης είναι το IR και το πεδίο τιμών το διάστημα: [image: ]. Η συνάρτηση είναι περιοδική με [image: ], οπότε θα μελετηθεί σε ένα διάστημα περιόδου που επαναλαμβάνεται. Είναι γνησίως αύξουσα στα διαστήματα (0, π/2) και (3π/2, 2π) , και γνησίως φθίνουσα στο διάστημα (π/2, 3π,2). Έχει μέγιστο για x = π / 2, το 1 και ελάχιστο για x = 3π / 2, το -1. Ο πίνακας μεταβολών και η γραφική της παράσταση δίνονται στον Πίνακα 1.28 και στο Σχήμα 1.60.


    



    Η συνημιτονοειδής συνάρτηση f(x) = cosx.


    Το πεδίο ορισμού της ημιτονοειδούς συνάρτησης είναι το IR, και το πεδίο τιμών το διάστημα: [image: ]. Η συνάρτηση είναι περιοδική με [image: ], οπότε θα μελετηθεί σε ένα διάστημα περιόδου που επαναλαμβάνεται. Είναι γνησίως φθίνουσα στο διάστημα (0, π) και γνησίως αύξουσα στο (π, 2π). Έχει μέγιστο για x = 0, το 1 και ελάχιστο για x = π, το -1. Ο πίνακας μεταβολών και η γραφική της παράσταση δίνονται στον Πίνακα1.28 και στο Σχήμα 1.60.
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    Πίνακας 1.28: Πίνακας μεταβολών της ημιτονοειδούς και της συνημιτονοειδούς συνάρτησης.
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    Σχήμα 1.60: Γραφική παράσταση της ημιτονοειδούς και της συνημιτονοειδούς συνάρτησης.


    



    Η συνάρτηση της εφαπτομένης f(x) = tanx.


    



    Το πεδίο ορισμού της εφαπτομενικής συνάρτησης είναι το Α = IR \ {x: x = κ∙π + π/2, [image: ]} και το πεδίο τιμών το ΙR. Η συνάρτηση είναι περιοδική με περίοδο Τ = π, οπότε θα μελετηθεί σε ένα διάστημα περιόδου που επαναλαμβάνεται. Είναι γνησίως αύξουσα στα διαστήματα (0, π/2) και (π/2, π). Η συνάρτηση έχει κατακόρυφη ασύμπτωτη την ευθεία x = π/2. Ο πίνακας μεταβολών και η γραφική της παράσταση δίνονται στον Πίνακα 1.29 και στο Σχήμα 1.61.


    



    Η συνάρτηση της συνεφαπτομένης f(x) = cotx.


    



    Το πεδίο ορισμού της συνεφαπτομενικής συνάρτησης είναι το Α = IR \ {x: x = κ∙π + π/2, [image: ]} και το πεδίο τιμών το ΙR. Η συνάρτηση είναι περιοδική με περίοδο Τ = π, οπότε θα μελετηθεί σε ένα διάστημα περιόδου που επαναλαμβάνεται. Είναι γνησίως φθίνουσα στα διαστήματα (0, π/2) και (π/2, π). Η συνάρτηση έχει κατακόρυφη ασύμπτωτη την ευθεία x = π/2. Ο πίνακας μεταβολών και η γραφική της παράσταση δίνονται στον Πίνακα 1.29 και στο Σχήμα 1.61.


    



    
      
        
        
        
        
        
      

      
        
          	
            x

          

          	
            0

          

          	
            π/4

          

          	
            π/2

          

          	
            π

          
        


        
          	
            f(x)=sinx

          

          	
            0[image: ]

          

          	
            1[image: ]

          

          	
            +∞/-∞[image: ]

          

          	
            -1

          
        


        
          	
            f(x)=cosx

          

          	
            -∞[image: ]

          

          	
            1[image: ]

          

          	
            0[image: ]

          

          	
            0

          
        

      
    


    


    



    Πίνακας 1.29: Πίνακας μεταβολών των συναρτήσεων εφαπτομένης και συνεφαπτομένης.
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    Σχήμα 1.61: Γραφική παράσταση των συναρτήσεων εφαπτομένης και συνεφαπτομένης.


    



    1.3.12 Η συνάρτηση της μορφής [image: ] και γενικότερα f: με [image: ]


    



    Το πεδίο ορισμού της συνάρτησης είναι το IR+ και το πεδίο τιμών το IR+. Είναι γνησίως αύξουσα [image: ]+ και έχει ελάχιστο το 0 για x = 0. Ο πίνακας μεταβολών και η γραφική της παράσταση δίνονται στον Πίνακα 1.30 και στο Σχήμα 1.62. Η γραφική παράσταση της συνάρτησης [image: ] είναι ημιπαραβολή.
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    Πίνακας 1.30: Μεταβολές της συνάρτησης του παραδείγματος οριζόντιας μετατόπισης παραβολής.


    
      
        

      

    


    
      [image: ]

    


    



    Σχήμα 1.62: Γραφική παράσταση της συνάρτησης του παραδείγματος οριζόντιας μετατόπισης παραβολής.


    



    



    


    1.4 Φύλλο αυτοαξιολόγησης


    



    1. Η συνάρτηση f: [image: ] είναι:


    α) Περιοδική


    β) Άρτια


    γ) Περιττή


    δ) Σταθερή


    



    2. Η γραφική παράσταση της συνάρτησης f: [image: ] :


    α) Δεν είναι συμμετρική


    β) Έχει άξονα συμμετρίας τον οριζόντιο άξονα x’x


    γ) Έχει άξονα συμμετρίας τον κατακόρυφο άξονα y’y


    δ) Έχει σημείο συμμετρίας την αρχή των αξόνων


    



    3. Ποιά από τις παρακάτω συναρτήσεις έχει άξονα συμμετρίας τον κατακόρυφο άξονα y’y.


    α) f(x) = sinx


    β) f(x) = cosx


    γ) f(x) = tanx


    δ) f(x) = cotx


    



    4. Η συνάρτηση [image: ] είναι περιοδική. Η περίοδός της είναι:


    α) α


    β) 5α


    γ) 2π/α


    δ) π/α


    



    5. Η συνάρτηση [image: ] είναι γνησίως φθίνουσα αν:


    α) α > 0 και n: άρτιος αριθμός


    β) α > 0 και n: περιττός αριθμός


    γ) α < 0 και n: άρτιος αριθμός


    δ) α < 0 και n: περιττός αριθμός


    



    6. Η συνάρτηση [image: ] είναι:


    α) Γνησίως φθίνουσα στο διάστημα (-∞, 3) και γνησίως αύξουσα στο διάστημα (3, +∞)


    β) Γνησίως φθίνουσα σε όλο το πεδίο ορισμού της


    α) Γνησίως αύξουσα στο διάστημα (-∞, 3) και γνησίως φθίνουσα στο διάστημα (3, +∞)


    γ) Γνησίως αύξουσα σε όλο το πεδίο ορισμού της


    



    7. Η συνάρτηση [image: ], όπου Α, α > 0, και πεδίο ορισμού το [0, +∞):


    α) Γνησίως αύξουσα


    β) Γνησίως φθίνουσα


    γ) Έχει μέγιστο το Α


    δ) Είναι άρτια


    



    8. H συνάρτηση [image: ] είναι:


    α) Γνησίως αύξουσα


    β) Γνησίως φθίνουσα


    γ) Αύξουσα


    δ) Φθίνουσα


    



    9. Η συνάρτηση [image: ] είναι:


    α) Άρτια και περιοδική με περίοδο T = 2π/ω


    β) Άρτια και περιοδική με περίοδο Τ = π/ω


    γ) Περιττή και περιοδική με περίοδο T = 2π/ω


    δ) Περιττή και περιοδική με περίοδο T = π/ω


    



    10. Η γραφική παράσταση της [image: ] έχει τη μορφή της υπερβολής [image: ]:


    α) Μετατοπισμένη κατά 5 μονάδες δεξιά και 2 μονάδες πάνω.


    β) Μετατοπισμένη κατά 5 μονάδες δεξιά και 2 μονάδες κάτω.


    γ) Μετατοπισμένη κατά 5 μονάδες αριστερά και 2 μονάδες πάνω.


    δ) Μετατοπισμένη κατά 5 μονάδες αριστερά και 2 μονάδες κάτω.


    


  


  
    Κεφάλαιο 2: Όρια Συναρτήσεων


    



    Σύνοψη


    



    Στο κεφάλαιο αυτό γίνεται η εισαγωγή στην έννοια του ορίου, δίνοντας αρχικά έναν ποιοτικό ορισμό. Ορίζονται διαδοχικά οι διάφοροι τύποι ορίων, ακολουθώντας την επίσημη ορολογία και προσέγγιση. Κατόπιν, παρατίθεται μια γενική μεθοδολογία για τον υπολογισμό των ορίων. Η ομαδοποίηση των διάφορων περιπτώσεων γίνεται με βάση τον τύπο απροσδιοριστίας που προκύπτει κάθε φορά. Η ποιοτική κατανόηση της έννοιας του ορίου επιχειρείται μέσα από τη μεθοδολογία και την παράθεση παραδειγμάτων. Στο τέλος του κεφαλαίου παρατίθεται ένας πιο αυστηρός ορισμός (ορισμός Cauchy), ο οποίος συνοδεύεται από μία μεθοδολογία αντιμετώπισης προβλημάτων με βάση αυτόν τον ορισμό.


    



    Στόχος


    



    Ο στόχος του κεφαλαίου αυτού είναι η κατανόηση και εμπέδωση της έννοιας του ορίου και η απόκτηση ευχέρειας στον υπολογισμό ορίων συναρτήσεων.


    



    Προαπαιτούμενη γνώση


    



    Θεωρία πολυωνύμων. Θεωρία εξισώσεων. Ακολουθίες. Κεφάλαιο 1: Εισαγωγή στις συναρτήσεις.


  


  
    2.1 Γενικά - Ορισμοί


    



    Στο σύγγραμμα αυτό, η μεθόδευση της διδασκαλίας των ορίων γίνεται, έτσι ώστε αυτά να γίνονται κατανοητά μέσα από παραδείγματα, ιδιότητες και εφαρμογές τους. Για αυτό, αντί το παρόν κεφάλαιο να ξεκινά με την παράθεση των αυστηρών μαθηματικών ορισμών, αντιστρέφονται οι διαδικασίες. Αρχικά, δίνεται μια διαισθητική περιγραφή, με αναφορά στον ορισμό του ορίου κατά Heine. Στη συνέχεια, παρουσιάζεται μια δομημένη μεθοδολογία αντιμετώπισης προβλημάτων υπολογισμού ορίων. Μέσα από τη μεθοδολογία αυτή και τα αντίστοιχα παραδείγματα, επιχειρείται η εξοικείωση του αναγνώστη με τις έννοιες του ορίου, του απείρου και της απροσδιοριστίας. Ειδικά οι βασικές ιδιότητες των ορίων παρατίθενται στο πλαίσιο της μεθοδολογίας υπολογισμού ορίων με βάση τις ιδιότητες αυτές, στην παράγραφο 3.2. Κατόπιν, εισάγονται οι μαθηματικοί ορισμοί των ορίων στις διάφορες περιπτώσεις και αναλύονται οι περιπτώσεις μαθηματικών προβλημάτων που αντιμετωπίζονται με βάση αυτούς τους ορισμούς.


    



    2.1.1 Περιγραφή της έννοιας του ορίου


    



    Με την έννοια του «ορίου συνάρτησης», περιγράφεται η τιμή στην οποία τείνει η εξαρτημένη μεταβλητή y μιας συνάρτησης f:, όταν η ανεξάρτητη μεταβλητή x τείνει προς μια τιμή x0 που δεν ανήκει στο πεδίο ορισμού της. Προφανώς, η περιοχή γύρω από την x0 (τουλάχιστον από τη μία πλευρά), θα πρέπει να ανήκει στο πεδίο ορισμού της συνάρτησης. Η ανεξάρτητη μεταβλητή x μπορεί να τείνει στο ±∞ και επίσης, η τιμή στην οποία τείνει η y (η τιμή δηλαδή του ορίου), μπορεί κι αυτή να είναι ±∞.


    



    Οι δύο επίσημοι ορισμοί του ορίου είναι ο ορισμός κατά Heine και ο ορισμός κατά Cauchy. Όπως αναφέρθηκε, ο δεύτερος, σκόπιμα δίνεται μετά την παράθεση της μεθοδολογίας υπολογισμού ορίων, για παιδαγωγικούς λόγους. Ο πρώτος αναφέρεται στην επόμενη παράγραφο.


    



    2.1.2 Ορισμός του ορίου κατά Heine:


    



    Ο ορισμός του ορίου κατά Heine, βασίζεται στην έννοια του ορίου ακολουθίας, η οποία περιγράφεται περιληπτικά παρακάτω:


    



    Ένας πραγματικός αριθμός L ονομάζεται όριο μιας πραγματικής ακολουθίας αn, αν για κάθε ε > 0 υπάρχει τουλάχιστον ένα n0, τέτοιο ώστε κάθε n > n0 να δίνει αn εντός του συνόλου (L-ε, L+ε). Περιγραφικά: To L είναι όριο της an, αν για ένα σύνολο (περιοχή) γύρω από το L, οσοδήποτε μικρό, η ακολουθία μετά από κάποιον όρο και πέρα, δίνει τιμές εντός του συνόλου αυτού.


    



    Το όριο μιας ακολουθίας συμβολίζεται ως εξής:


    



    [image: ]


    



    Προκειμένου να διευκολυνθεί η λεκτική αναφορά τέτοιων διατυπώσεων, ορίζονται παρακάτω οι έννοιες της περιοχής γύρω από ένα σημείο και του σημείου συσσώρευσης ενός συνόλου.


    



    Ορισμός περιοχής σημείου


    



    Περιοχή ενός σημείου[image: ] ακτίνας δ, ονομάζεται το διάστημα [image: ]. Η περιοχή αυτή συμβολίζεται ως Π0(x0, δ).


    



    Παράδειγμα 2.1


    



    Είναι: [image: ]


    



    Ορισμός σημείου συσσώρευσης ενός συνόλου


    



    Σημείο συσσώρευσης ενός συνόλου A ονομάζεται ένα σημείο x0, εντός ή εκτός του συνόλου αυτού, για το οποίο μπορούν να βρεθούν σημεία του A οσοδήποτε κοντά στο x0. Μαθηματικά αυτό μπορεί να διατυπωθεί ως εξής:


    



    [image: ]


    



    Σημεία συσσώρευσης ενός συνόλου μπορούν να είναι και τα ±∞. Για παράδειγμα, το σύνολο IR έχει σημεία συσσώρευσης όλα τα σημεία του, καθώς και τα ±∞. Το σύνολο των ακέραιων N έχει σημείο συσσώρευσης μόνο το +∞. Μια γεωμετρική περιγραφή των διάφορων θέσεων που μπορεί να έχει ένα σημείο συσσώρευσης σε ένα σύνολο παρουσιάζεται στο Σχήμα 2.1.


    



    
      [image: ]

    


    



    Σχήμα 2.1: Γραφική παράσταση των παραδειγμάτων.


    



    Χρησιμοποιώντας τις παραπάνω έννοιες, ο ορισμός του ορίου συνάρτησης κατά Heine μπορεί να διατυπωθεί ως εξής:


    
      
        

      

    


    
      [image: ]

    


    



    Το όριο μιας συνάρτησης f(x), όταν το x → x0, συμβολίζεται ως εξής:


    
      
        

      

    


    
      [image: ]

    


    



    2.1.3 Μέθοδοι υπολογισμού ορίων συναρτήσεων:


    



    Για να υπολογιστεί το όριο μιας συνάρτησης f: υπάρχουν γενικά οι παρακάτω μέθοδοι εργασίας:


    



     εφαρμογή των ιδιοτήτων των πράξεων στα όρια,


    



     εφαρμογή των ιδιοτήτων διατάξεων (ανισότητες) ,


    



     με αναγωγή του ορίου σε άλλο, γνωστό όριο,


    



     με τον κανόνα του De L’ Hospital για άρση απροσδιοριστίας.


    



    Στις δύο επόμενες ενότητες παρουσιάζεται η μεθοδολογία υπολογισμού ορίων για τις δύο πρώτες περιπτώσεις. Μέσα από την παράθεση αυτή καλύπτεται και η τρίτη περίπτωση, καθώς η χρήση γνωστών ορίων χρησιμοποιείται ευρύτατα σε πολλές από τις διαδικασίες υπολογισμού που ακολουθούνται.


    



    2.2 Ιδιότητες των ορίων


    



    Στην παράγραφο αυτή καταγράφονται οι ιδιότητες των ορίων, καθώς και οι τύποι που μπορούν να χρησιμοποιηθούν για τον υπολογισμό τους. Κάθε ιδιότητα αποτελείται από δύο τμήματα. Στο πρώτο τμήμα αιτιολογείται η ύπαρξη του ορίου. Στο δεύτερο τμήμα δίνεται ο τρόπος υπολογισμού του ορίου. Φυσικά, αν δεν αιτιολογηθεί η ύπαρξη του ορίου δεν μπορεί να χρησιμοποιηθεί καν ο συμβολισμός lim.


    Οι βασικές ιδιότητες των πράξεων μεταξύ ορίων συναρτήσεων παρουσιάζονται παρακάτω:


    i. Αν οι συναρτήσεις f:, g: έχουν πεπερασμένα όρια στο [image: ], τότε:


    α) η [image: ] έχει πεπερασμένο όριο στο [image: ]


    β) [image: ]


    



    Παράδειγμα 2.2


    Έστω η συνάρτηση f: με [image: ]. Να βρεθεί το όριο της f: , όταν [image: ][image: ].


    Λύση


    Η f: ως άθροισμα συναρτήσεων με πεπερασμένα όρια [image: ] στο 1, έχει πεπερασμένο όριο στο1.


    



    Είναι: [image: ]


    



    [image: ]


    



    ii. Αν οι συναρτήσεις f:, g: έχουν πεπερασμένα όρια στο [image: ], τότε:


    α) η [image: ] έχει πεπερασμένο όριο στο [image: ]


    β) [image: ]


    



    iii. Αν οι συναρτήσεις f:, g: έχουν πεπερασμένα όρια στο [image: ], τότε:


    α) η [image: ] έχει πεπερασμένο όριο στο [image: ]


    β) [image: ]


    



    iv. Αν οι συναρτήσεις f:, g: έχουν πεπερασμένα όρια στο [image: ], τότε:


    α) η [image: ] έχει πεπερασμένο όριο στο [image: ]


    β) [image: ]


    



    v. Αν οι συναρτήσεις f:, g: έχουν πεπερασμένα όρια στο [image: ] και [image: ], [image: ] σε μια περιοχή [image: ], τότε:


    α) η [image: ] έχει πεπερασμένο όριο στο [image: ]


    β)[image: ]


    



    vi. Αν η συνάρτηση f: έχει πεπερασμένο όριο στο [image: ], τότε:


    α) η [image: ] έχει πεπερασμένο όριο στο [image: ]


    β) [image: ]


    



    vii. Αν η συνάρτηση f: έχει πεπερασμένο όριο στο [image: ], τότε:


    α) η [image: ] έχει πεπερασμένο όριο στο [image: ]


    β) [image: ]


    



    viii. Αν η συνάρτηση f: έχει πεπερασμένο όριο στο [image: ] και [image: ], [image: ] σε μια περιοχή [image: ], τότε:


    α) η [image: ] έχει πεπερασμένο όριο στο [image: ]


    β) [image: ]


    



    Επιπλέον, παρακάτω παρατίθενται οι τιμές ορίων στοιχειωδών συναρτήσεων και σχέσεις που μπορούν να χρησιμοποιούνται ως γνωστοί τύποι στην αντιμετώπιση προβλημάτων υπολογισμού ορίων:


    



    Α) Όρια θετικών δυνάμεων του x, για x→±∞


    [image: ]


    



    Β) Όρια αρνητικών δυνάμεων του x, για x→±∞


    [image: ]


    



    Γ) Όρια αρνητικών δυνάμεων του x, για x→0


    [image: ]


    



    Δ) Πεπερασμένα όρια συνάρτησης, σε πεπερασμένο σημείο συσσώρευσης x0


    [image: ]


    



    Ε) Όρια σταθερής συνάρτησης


    [image: ]


    



    ΣΤ) Όρια εκθετικής συνάρτησης


    [image: ]


    



    Ζ) Όριο συνάρτησης ρίζας του 1/x με βάση το x


    [image: ]


    



    Η) Όρια λογαριθμικής συνάρτησης


    [image: ]


    



    2.3 Υπολογισμός ορίων με βάση τις ιδιότητές τους


    



    Έστω ότι αναζητείται το όριο [image: ]. Για τον υπολογισμό του ορίου ακολουθούνται τα παρακάτω δύο βήματα:


    



    α)Υπολογίζεται το πεδίο ορισμού της συνάρτησης και εξετάζεται αν έχει έννοια η αναζήτηση του ορίου. Δηλαδή αν υπάρχουν άπειρα στοιχεία του πεδίου ορισμού που συσσωρεύονται στη γειτονιά του xo.


    



    Συνήθως:


    



    Αν [image: ], θα πρέπει το πεδίο ορισμού να μην είναι φραγμένο άνω.


    



    Αν [image: ], θα πρέπει το πεδίο ορισμού να μην είναι φραγμένο κάτω.


    



    Αν το [image: ] , είναι πεπερασμένο:


    



    θα πρέπει [image: ]


    
      
        

      

    


    
      [image: ]

    


    Παράδειγμα 2.3


    Έστω η συνάρτηση f: με [image: ]. Να εξεταστεί αν έχει έννοια η αναζήτηση των ορίων της στα σημεία [image: ], [image: ], 0 , ½ , 1.


    



    Λύση


    



    Πρέπει: [image: ]


    



    Αρκεί και πρέπει: [image: ] ή [image: ] ή [image: ].


    



    Άρα πεδίο ορισμού της f: είναι το σύνολο:


    



    [image: ]


    
      
        

      

    


    
      [image: ]

    


    



    Η αναζήτηση των ορίων της f: στα [image: ], [image: ], έχει έννοια, καθώς το πεδίο ορισμού της f: δεν είναι φραγμένη ούτε άνω, ούτε κάτω.


    



    Δεν έχει έννοια η αναζήτηση του ορίου της f: στο 0, καθώς υπάρχει περιοχή του 0 στην οποία η συνάρτηση δεν ορίζεται. Ένα παράδειγμα τέτοιας περιοχής είναι η περιοχή Π0(0,1/2):


    



    [image: ]


    



    Επίσης, δεν έχει έννοια η αναζήτηση του ορίου της f: στο ½, καθώς υπάρχει περιοχή του ½ στην οποία η συνάρτηση δεν ορίζεται.


    



    Προφανώς, έχει έννοια η αναζήτηση του ορίου της f: στο 1, καθώς δεν υπάρχει περιοχή του 1 στην οποία να μην ορίζεται η συνάρτηση.


    



    β) Τίθεται πρόχειρα όπου x το [image: ] και εξετάζεται αν εκτελούνται οι πράξεις. Αν οι πράξεις εκτελούνται, τότε εφαρμόζονται οι ιδιότητες των πράξεων και βρίσκεται το όριο αμέσως με απλή αντικατάσταση. Αν δεν εκτελούνται οι πράξεις, το πρόβλημα οδηγείται σε μία από τις ακόλουθες απροσδιόριστες πράξεις:


    
      
        

      

    


    
      [image: ]

    


    



    Στην περίπτωση αυτή, και ανάλογα με τη μορφή της απροσδιοριστίας και της συνάρτησης, το εκάστοτε πρόβλημα αντιμετωπίζεται με τεχνάσματα. Μια μεθοδολογία αντιμετώπισης αυτών των προβλημάτων παρουσιάζεται παρακάτω, οργανωμένη με βάση τον τύπο της απροσδιοριστίας.


    



    2.3.1 Η απροσδιοριστία της μορφής ±∞/±∞


    Στην περίπτωση αυτή, εξάγονται οι κοινοί παράγοντες στον αριθμητή και στον παρονομαστή, στις παραστάσεις μεγαλύτερης τάξης (μεγαλύτερες δυνάμεις του x ή του ex κατά περίπτωση). Η εξαγωγή του κοινού παράγοντα μπορεί να γίνει αμέσως ή βήμα–βήμα.


    



    Απλοποιούνται και απομονώνεται το αποτέλεσμα της απλοποίησης. Έτσι καταλήγει κανείς σε εκτελέσιμες πράξεις. Κατόπιν, με βάση τους τύπους και τις ιδιότητες βρίσκεται το όριο συνθετικά αιτιολογώντας πρώτα την ύπαρξή του.


    



    Στην εφαρμογή της μεθοδολογίας αυτής προκύπτουν πολύ συχνά παραστάσεις πολυωνύμων. Για αυτό είναι ιδιαίτερα χρήσιμη η παρακάτω ιδιότητα σχετικά με τα όρια πολυωνύμων.


    



    Το όριο ενός πολυωνύμου για x→±∞ είναι ίσο με το όριο του μεγιστοβάθμιου όρου του:


    
      
        

      

    


    
      [image: ]

    


    



    Παρακάτω, παρατίθεται η απόδειξη της ιδιότητας αυτής, ενώ ακολουθούν παραδείγματα εφαρμογής.


    



    Απόδειξη:


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Η παρένθεση, ως άθροισμα συναρτήσεων με πεπερασμένα όρια, έχει πεπερασμένο όριο. Οπότε:


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Επομένως:


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Παράδειγμα 2.4


    Να βρεθεί το: [image: ].


    



    Λύση


    



    [image: ]


    



    Παράδειγμα 2.5


    Έστω η συνάρτηση f: με [image: ]. Να εξεταστεί αν έχει όρια στο [image: ] και να γίνουν οι υπολογισμοί.


    



    Λύση


    



    Η f: ορίζεται όταν [image: ] (1).


    



    Λύνεται η αντίστοιχη εξίσωση: [image: ]. Το τριώνυμο δεν έχει πραγματικές ρίζες, άρα η (1) ισχύει [image: ].


    



    Ακόμη πρέπει: [image: ]


    



    Άρα, το πεδίο ορισμού της f: θα είναι: [image: ].


    



    Η αναζήτηση του ορίου έχει έννοια στο [image: ], γιατί η f: δεν είναι φραγμένη άνω, ενώ δεν έχει έννοια στο [image: ], γιατί η f: είναι φραγμένη κάτω.


    



    Αναζητείται το όριο στο [image: ]:


    



    Θα είναι [image: ] μια και [image: ].


    



    [image: ] (2)


    



    Είναι: [image: ] και [image: ] και [image: ]


    



    Ο παρονομαστής της f: ως άθροισμα συναρτήσεων με πεπερασμένα όρια στο [image: ] έχει πεπερασμένο όριο στο [image: ].


    



    [image: ]


    



    Ακόμη, ο αριθμητής ως άθροισμα γινομένων συναρτήσεων με πεπερασμένα όρια στο [image: ] έχει πεπερασμένο όριο στο [image: ].


    



    [image: ]


    



    Άρα, η f: ως πηλίκο συναρτήσεων με πεπερασμένα όρια στο [image: ] έχει πεπερασμένο όριο στο [image: ].


    



    [image: ]


    



    Η γεωμετρική ερμηνεία του ορίου αυτού περιγράφεται στο Σχήμα 2.2. Η ευθεία y=5/2 λέγεται οριζόντια ασύμπτωτη της συνάρτησης. Ο υπολογισμός τέτοιων ορίων βοηθάει στη μελέτη της συμπεριφοράς μιας συνάρτησης σε κρίσιμα σημεία του πεδίου ορισμού της.


    



    Σημείωση: Για να βρεθεί η σχετική θέση της καμπύλης ως προς την οριζόντια ασύπτωτη, λύνεται η ανίσωση [image: ]↔λ και μεταφράζονται γεωμετρικά τα αποτελέσματα.


    
      
        

      

    


    
      [image: ]

    


    



    Σχήμα 2.2: Γεωμετρική ερμηνεία του ορίου του παραδείγματος.


    



    Παράδειγμα 2.6


    Δίνεται η συνάρτηση f: με τύπο [image: ].


    



    Να βρεθούν τα όριά της f: όταν [image: ] και [image: ].


    



    Λύση


    



    Η f: ορίζεται όταν: [image: ]


    



    Αρκεί [image: ] ή [image: ]


    



    Άρα, το πεδίο ορισμού της συνάρτησης θα είναι το σύνολο: [image: ]


    



    Η αναζήτηση των ορίων στο [image: ], [image: ] έχει έννοια.


    



    Αναζήτηση ορίου στο [image: ]:


    



    Είναι: [image: ]


    



    [image: ] (1)


    



    Αλλά αφού [image: ], μπορεί να υποτεθεί ότι [image: ]


    



    [image: ]


    



    Είναι: [image: ] και [image: ]


    



    Ο παρονομαστής, ως άθροισμα συναρτήσεων με πεπερασμένα όρια για [image: ], θα έχει πεπερασμένο όριο για [image: ].


    



    [image: ]


    



    Ο αριθμητής, ως άθροισμα συναρτήσεων με πεπερασμένα όρια για [image: ], θα έχει πεπερασμένο όριο για [image: ].


    



    [image: ]


    



    Άρα [image: ]


    



    Η f: ως πηλίκο πολυωνύμων με πεπερασμένα όρια για [image: ], θα έχει πεπερασμένο όριο για [image: ].



    



    [image: ]


    



    Αναζήτηση ορίου στο [image: ]:


    



    Αφού [image: ], μπορεί να υποτεθεί ότι [image: ] οπότε:


    



    [image: ]


    



    Ο παρονομαστής ως άθροισμα συναρτήσεων με πεπερασμένα όρια για [image: ], θα έχει πεπερασμένο όριο για [image: ].


    



    [image: ]


    



    Ο αριθμητής ως άθροισμα συναρτήσεων με πεπερασμένα όρια για [image: ], θα έχει πεπερασμένο όριο για [image: ].


    



    [image: ]


    



    



    Άρα [image: ]


    



    Η f: ως πηλίκο πολυωνύμων με πεπερασμένα όρια για [image: ], θα έχει πεπερασμένο όριο για [image: ].


    



    [image: ]


    



    Παράδειγμα 2.7


    Έστω η συνάρτηση f: με [image: ], [image: ].


    



    Να βρεθούν τα όρια όταν [image: ].


    



    Λύση


    



    Η f: ορίζεται όταν [image: ].


    



    Άρα, πεδίο ορισμού της f: είναι το σύνολο: [image: ].


    



    Έχει έννοια η αναζήτηση του ορίου για [image: ].


    



    Είναι: [image: ]


    



    [image: ]


    



    Η f: ως πηλίκο πολυωνύμων με πεπερασμένα όρια για [image: ], θα έχει πεπερασμένο όριο για [image: ].


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Παράδειγμα 2.8


    Δίνεται η συνάρτηση f: με [image: ]. Να βρεθούν τα όριά της όταν [image: ].


    



    Λύση


    



    Πεδίο ορισμού της συνάρτησης προφανώς θα είναι το IR.


    



    Άρα, η αναζήτηση των ορίων για [image: ] έχει έννοια.


    



    Αφού [image: ], μπορεί να θεωρηθεί πως [image: ].


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Είναι: [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ] και [image: ]


    



    Παράδειγμα 2.9


    Δίνεται η συνάρτηση f: με [image: ]. Να βρεθούν τα όριά της όταν [image: ].


    



    Λύση


    



    Η f: ορίζεται όταν: [image: ] Ισχύουν [image: ] , καθώς [image: ]


    



    Είναι: [image: ]


    



    Για [image: ]:


    



    Επειδή [image: ]


    



    θα είναι: [image: ]


    



    Άρα, έχει έννοια η αναζήτηση του ορίου για [image: ].


    



    [image: ]


    



    Για [image: ]:


    



    [image: ]


    



    Έχει έννοια η αναζήτηση του ορίου για [image: ].


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Παράδειγμα 2.10


    Δίνεται η συνάρτηση f: με [image: ]. Να βρεθούν τα όρια της f: για [image: ], [image: ].


    



    Λύση


    



    Η f: ορίζεται όταν: [image: ]


    



    Άρα, πεδίο ορισμού της f: είναι το σύνολο:


    



    [image: ]


    



    Είναι: [image: ] (1)


    



    Για [image: ]:


    



    Είναι: [image: ]


    



    Είναι: [image: ]


    



    [image: ]


    



    Άρα:


    



    [image: ]


    



    Για [image: ]:


    



    Είναι: [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Ειδικές περιπτώσεις


    



    i) Όριο ρητής συνάρτησης στο ±∞


    



    Το όριο ρητής συνάρτησης στο [image: ] είναι ίσο με το όριο του λόγου των μεγιστοβάθμιων όρων αριθμητή και παρονομαστή.


    
      
        

      

    


    
      [image: ]

    


    



    Παράδειγμα 2.11


    Δίνεται η συνάρτηση f: με [image: ]. Να βρεθούν τα όρια στο [image: ].


    



    Λύση


    



    Η f: ορίζεται όταν: [image: ].


    



    Έστω η αντίστοιχη εξίσωση: [image: ] [image: ].


    



    Η εξίσωση είναι αδύνατη στο IR.


    



    Άρα, το πεδίο ορισμού της f: θα είναι το σύνολο A=IR.


    



    Η f: είναι ρητή.


    



    Τα όρια του αριθμητή και του παρονομαστή, προφανώς υπάρχουν για [image: ].


    



    Άρα, η αναζήτηση των ορίων της f: για [image: ] έχει έννοια.


    



    [image: ]


    



    ii) Προβλέψεις:


    



    Μπορεί να προβλεφθεί το όριο μιας ρητής συνάρτησης για [image: ], ελέγχοντας τις μέγιστες δυνάμεις του x.


    
      
        

      

    


    
      [image: ]

    


    



    Παράδειγμα 2.12


    Δίνεται η συνάρτηση f: με [image: ], με [image: ].


    



    Να βρεθούν τα όριά της για [image: ].


    



    Λύση


    



    Το πεδίο ορισμού της f: δίνεται και είναι το σύνολο [image: ].


    



    Έχει έννοια η αναζήτηση των ορίων.


    



    Η f: είναι ρητή.


    



    [image: ]


    



    Παράδειγμα 2.13


    Δίνεται η συνάρτηση f: με [image: ]. Να βρεθούν τα όριά της για [image: ].


    



    Λύση


    



    Ισχύει: [image: ][image: ].


    



    Άρα, πεδίο ορισμού της f: θα είναι το σύνολο Α=IR.


    



    Προφανώς, η αναζήτηση των ορίων της f: στο [image: ] έχει έννοια.


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    iii) Ρητές παραμετρικές συναρτήσεις με παράμετρο στον εκθέτη


    



    Γίνονται όλες οι δυνατές υποθέσεις για τη σχέση των εκθετών, βρίσκεται το όριο σε κάθε περίπτωση και συγκεντρώνονται τα αποτελέσματα.


    



    Παράδειγμα 2.14


    



    Δίνεται η συνάρτηση f: με [image: ]. Να βρεθούν τα όριά της στο [image: ].


    



    Λύση


    



    Πρέπει: [image: ].


    



    Η αντίστοιχη εξίσωση δεν έχει ρίζες (τριώνυμο με άγνωστο x3 και Δ<0), άρα:


    



    [image: ]


    



    Το πεδίο ορισμού της f: θα είναι το σύνολο [image: ].


    



    Η συνάρτηση είναι ρητή με παράμετρο στον εκθέτη.


    



    Προφανώς, έχει έννοια η αναζήτηση του ορίου.


    



    Αν [image: ], τότε φυσικά [image: ] οπότε ο μεγιστοβάθμιος όρος του αριθμητή θα είναι ο [image: ].


    



    [image: ]


    



    Αν [image: ], τότε ομοίως [image: ] οπότε ο μεγιστοβάθμιος όρος του αριθμητή θα είναι ο [image: ].


    



    [image: ]


    



    Αν [image: ], τότε [image: ] οπότε ο μεγιστοβάθμιος όρος του αριθμητή θα είναι ο [image: ].


    



    [image: ]


    



    Αν [image: ], τότε είναι:


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Αν [image: ], τότε ο μεγιστοβάθμιος όρος του αριθμητή θα είναι ο [image: ].


    



    [image: ]


    



    iv) Ρητές παραμετρικές συναρτήσεις με παράμετρο στους συντελεστές


    



    Υποτίθεται πρώτα πως οι συντελεστές των μεγαλύτερων δυνάμεων του x δεν είναι μηδέν, εξαιρούνται μερικές τιμές των παραμέτρων και βρίσκεται το όριο διερευνώντας όλα τα πιθανά αποτελέσματα. Στη συνέχεια, για κάθε τιμή που εξαιρέθηκε, ανακαλείται η αρχική συνάρτηση, αντικαθιστάται η συγκεκριμένη τιμή, γίνεται τακτοποίηση και βρίσκεται το όριο. Τέλος, συγκεντρώνονται τα αποτελέσματα.


    



    Παράδειγμα 2.15


    Δίνεται η συνάρτηση f: με [image: ], [image: ].


    



    Να βρεθεί το όριό της στο [image: ].


    



    Λύση


    



    Το πεδίο ορισμού της f: δόθηκε και είναι το σύνολο [image: ].


    



    Η f: είναι ρητή με παράμετρο στους συντελεστές.


    



    Προφανώς, έχει έννοια η αναζήτηση του ορίου.


    



    Αν [image: ] και [image: ], τότε είναι:


    



    [image: ] (1)


    



    Αν [image: ], δηλαδή αν [image: ] ή [image: ], τότε:


    



    [image: ]


    



    Αν [image: ], δηλαδή αν [image: ], τότε:


    



    [image: ]


    



    Αν [image: ], τότε:


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Αν [image: ], τότε:


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Συνοπτικά είναι:


    



    [image: ]


    



    Παράδειγμα 2.16


    



    Δίνεται η συνάρτηση f: με [image: ].


    



    i) Να βρεθεί το [image: ]


    



    ii) Να προσδιοριστούν τα λ, μ, ώστε [image: ]


    



    iii) Να προσδιοριστούν τα λ, μ, ώστε [image: ]


    



    iv) Να προσδιοριστούν τα λ, μ, ώστε [image: ]


    



    Λύση


    



    Για να ορίζεται η f: πρέπει:


    



    [image: ]


    



    Θεωρείται η αντίστοιχη εξίσωση: [image: ]


    



    Αν [image: ], τότε γράφεται: [image: ]


    



    Άρα, πεδίο ορισμού της f: θα είναι το σύνολο: [image: ].


    



    Αν [image: ], τότε η εξίσωση είναι τριώνυμο: [image: ]


    



    Αν [image: ]


    



    τότε η εξίσωση είναι αδύνατη, οπότε πεδίο ορισμού της f: θα είναι το σύνολο:


    



    [image: ]


    



    Αν [image: ] με [image: ]


    



    τότε είναι: [image: ]


    



    Άρα θα πρέπει: [image: ], [image: ]


    



    Το πεδίο ορισμού της f: θα είναι το σύνολο:


    



    [image: ]


    



    Η f: θα πρέπει να ορίζεται [image: ].


    



    Άρα, πεδίο ορισμού της f: θα είναι το σύνολο:


    



    [image: ]


    



    Η f: είναι ρητή συνάρτηση.


    



    Έχει έννοια η αναζήτηση του ορίου για [image: ].


    



    Αν [image: ] και [image: ]:


    



    [image: ]


    



    Αν [image: ]:


    



    [image: ]


    



    Αν [image: ]:


    



    [image: ]


    



    Αν [image: ], τότε:


    



    [image: ]


    



    Αν [image: ], τότε:


    



    [image: ]


    



    Αν [image: ] , τότε:


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Αν [image: ], τότε:


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Πρέπει: [image: ]


    



    Αν [image: ], τότε: [image: ] απορρίπτεται.


    



    Αν [image: ], τότε: [image: ]


    



    Απαιτείται: [image: ]


    



    Αν [image: ], τότε: [image: ] απορρίπτεται.


    



    Αν [image: ], τότε: [image: ] απορρίπτεται.


    



    Αν [image: ], τότε: [image: ] δεκτό,


    



    αρκεί [image: ], [image: ].


    



    Για το τέταρτο ερώτημα:


    



    Πρέπει το όριο να είναι πεπερασμένο


    



    [image: ]


    



    Πρέπει [image: ]


    



    [image: ]


    



    Πρέπει δηλαδή: [image: ].


    



    v) Όρια τριγωνομετρικών συναρτήσεων


    



    Στην περίπτωση που η συνάρτηση συμπεριλαμβάνει τριγωνομετρικούς όρους, λαμβάνονται υπόψη οι παρακάτω ιδιότητες:


    



    α) Όταν το τόξο φ τείνει στο άπειρο, οι συναρτήσεις sin(φ), cos(φ), tan(φ) και cot(φ) δεν έχουν όριο.


    



    β) Αν [image: ]


    



    και [image: ] τότε [image: ]


    



    Δηλαδή, συνάρτηση με τιμές απολύτως μικρότερες από τις τιμές της μηδενικής συνάρτησης είναι η μηδενική.


    



    Σημείωση: Μηδενική συνάρτηση ονομάζεται κάθε συνάρτηση σε ένα σημείο [image: ] που έχει όριο μηδέν.


    



    Συνέπεια: Το γινόμενο μηδενικής συνάρτησης επί φραγμένη συνάρτηση είναι μηδενική συνάρτηση.


    



    Αν [image: ] [image: ]


    



    Τότε: [image: ]


    



    Απόδειξη:


    



    [image: ] [image: ]


    



    Παράδειγμα 2.17


    Δίνεται η συνάρτηση f: με [image: ] με [image: ].


    



    Να βρεθούν τα όριά της, όταν το x τείνει στο [image: ].


    



    Λύση


    



    Το πεδίο ορισμού δίνεται και είναι το σύνολο:


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Άρα: [image: ]


    



    Ακόμη: [image: ]


    



    [image: ]


    



    Άρα: [image: ]


    



    Τέλος, η f: έχει όριο σαν πηλίκο συναρτήσεων με όρια:


    



    [image: ]


    



    Παράδειγμα 2.18


    Δίνεται η συνάρτηση f: με [image: ] με [image: ].


    



    Να βρεθούν το όριά της, όταν για [image: ].


    



    Λύση


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Είναι: [image: ]


    



    [image: ]


    



    Ακόμη: [image: ]


    



    [image: ]


    



    Άρα: [image: ]


    



    Η f: ως πηλίκο πολυωνύμων με πεπερασμένα όρια στο [image: ] θα έχει όριο:


    



    [image: ]


    



    v) Όρια εκθετικών και λογαριθμικών συναρτήσεων


    



    Στην περίπτωση που η συνάρτηση συμπεριλαμβάνει εκθετικούς ή λογαριθμικού όρους, λαμβάνονται υπόψη οι ιδιότητες των ορίων εκθετικών συναρτήσεων. Ανάλογα με τον τρόπο εμφάνισης των όρων αυτών, σε πολλές περιπτώσεις μπορεί να χρησιμοποιηθεί και η τεχνικής αλλαγής μεταβλητής.


    



    Παράδειγμα 2.19


    Δίνεται η συνάρτηση f: με [image: ].


    



    Να βρεθούν τα όριά της για [image: ].


    



    Λύση


    



    Η f: ορίζεται όταν: [image: ]


    



    [image: ] αρκεί [image: ]


    



    Άρα, πεδίο ορισμού της f: θα είναι το σύνολο: [image: ]


    



    Δεν έχει έννοια η αναζήτηση του ορίου της f: στο [image: ].


    



    Έχει έννοια η αναζήτηση του ορίου της f: στο [image: ].


    



    Είναι: [image: ]


    



    Επειδή [image: ]


    



    θα είναι και: [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Παράδειγμα 2.20


    Δίνεται η συνάρτηση f: με [image: ].


    



    Λύση


    



    Η f: ορίζεται όταν: [image: ]


    



    [image: ] και [image: ] και [image: ]


    



    Το πεδίο ορισμού της συνάρτησης θα είναι το σύνολο:


    



    [image: ]


    



    Έχει έννοια η αναζήτηση των ορίων.


    



    Στο [image: ]:


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Η f: ως πηλίκο πολυωνύμων με πεπερασμένα όρια, θα έχει πεπερασμένο όριο:


    



    [image: ]


    



    Στο [image: ]:


    



    [image: ]


    



    Είναι: [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Η f: ως πηλίκο πολυωνύμων με πεπερασμένα όρια, θα έχει πεπερασμένο όριο:


    



    [image: ]


    



    Παράδειγμα 2.21


    Δίνεται η συνάρτηση f: με [image: ].


    



    Να βρεθούν τα όριά της στο [image: ] και στο 0.


    



    Λύση


    



    Η f: ορίζεται όταν: [image: ] αρκεί [image: ]


    



    Το πεδίο ορισμού της f: θα είναι το σύνολο: [image: ]


    



    Είναι: [image: ]


    



    Α’ τρόπος λύσης:


    



    Για [image: ]:


    



    [image: ]


    



    Είναι: [image: ]


    



    [image: ]


    



    Ακόμη: [image: ]


    



    Η συνάρτηση ως πηλίκο πολυωνύμων με πεπερασμένα όρια για [image: ], θα έχει πεπερασμένο όριο για [image: ]:


    



    [image: ]


    



    Για [image: ]:


    



    [image: ]


    



    Είναι: [image: ]


    



    [image: ]


    



    Ακόμη: [image: ]


    



    Η συνάρτηση ως πηλίκο πολυωνύμων με πεπερασμένα όρια για [image: ], θα έχει πεπερασμένο όριο για [image: ]:


    



    [image: ]


    



    Β’ τρόπος λύσης: Τεχνική αλλαγής της μεταβλητής


    



    Τίθεται:[image: ]


    



    Για [image: ]:


    



    [image: ]


    



    Είναι: [image: ]


    



    [image: ]


    



    Για [image: ]:


    



    Είναι ομοίως: [image: ]


    



    με [image: ], οπότε [image: ]


    



    [image: ]


    



    Γενικά, για την αντιμετώπιση εκθετικών – λογαριθμικών συναρτήσεων, αρχικά διακρίνονται δύο περιπτώσεις:


    



    α) Αν η συνάρτηση είναι της μορφής:


    
      
        

      

    


    
      [image: ]

    


    



    Στην περίπτωση αυτή, ακολουθείται η μέθοδος του προηγούμενου παραδείγματος είτε αμέσως είτε με αλλαγή μεταβλητής.


    



    β) Αν η συνάρτηση έχει τη μορφή:


    
      
        

      

    


    
      [image: ]

    


    
      
        

      

    


    Βρίσκεται πρώτα το όριο της f(x). Αν το όριο είναι πεπερασμένο, επειδή, όπως θα δειχθεί στο κεφάλαιο της συνέχειας συναρτήσεων, οι παραπάνω συναρτήσεις είναι συνεχείς, μπορούν να χρησιμοποιηθούν οι παρακάτω τύποι:


    
      
        

      

    


    
      [image: ]

    


    
      
        

      

    


    Οι τύποι αυτοί εφαρμόζονται άμεσα, εφόσον το όριο της [image: ] είναι πεπερασμένο, και ειδικά στη λογαριθμική συνάρτηση, εφόσον είναι διάφορο του μηδέν.


    



    Αν[image: ] ή αν [image: ],


    



    τότε τίθεται f(x) = t και υπολογίζεται το όριο που ζητείται για t→0 ή t→±∞.


    



    Παράδειγμα 2.22


    Δίνεται η συνάρτηση f: με [image: ].


    



    Να βρεθούν τα όρια όταν [image: ], [image: ].


    



    Λύση


    



    Η f: ορίζεται όταν: [image: ]


    



    αρκεί [image: ] ή [image: ].


    



    Άρα, πεδίο ορισμού της f: είναι το σύνολο: [image: ]


    



    Έχει έννοια η αναζήτηση των ορίων.


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Επειδή η λογαριθμική συνάρτηση είναι συνεχής (όπως θα αποδειχθεί στο κεφάλαιο της συνέχειας), είναι:


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Τίθεται:[image: ] [image: ]


    



    οπότε: [image: ]


    



    vi) Αναλυτικότερες οδηγίες για τις μορφές logaf(x) και af(x):


    



    Στην περίπτωση συνάρτησης της μορφής: logaf(x), ακολουθείται η παρακάτω μεθοδολογία:


    



    Είναι: [image: ]


    



    Αν [image: ] , τότε επειδή το όριο της συνάρτησης logx στα σημεία του πεδίου ορισμού της είναι ίσο με την τιμή της στα σημεία αυτά (δηλαδή ), θα είναι:


    



    [image: ]


    



    Αν [image: ]τίθεται[image: ]


    



    Τότε, [image: ]


    



    Οπότε είναι:


    



    [image: ]


    



    Παράδειγμα 2.23


    Δίνεται η συνάρτηση f: με [image: ].


    



    Να βρεθούν τα όριά της όταν [image: ], [image: ], [image: ].


    



    Λύση


    Η f: ορίζεται όταν: [image: ]


    



    Για την ανίσωση (1) έχω:


    



    
      [image: ]

    


    



    Πρέπει λοιπόν για να ισχύει η (1):


    



    [image: ]


    



    Το πεδίο ορισμού, επομένως, της f: θα είναι το σύνολο: [image: ]


    



    Όριο στο [image: ]:[image: ]


    



    Τίθεται:[image: ]


    



    Όταν [image: ] θα είναι και [image: ]


    



    [image: ]


    



    Όριο στο 0:


    



    [image: ]


    



    Τίθεται[image: ]


    



    Όταν [image: ] θα είναι και [image: ]


    



    [image: ]


    



    Όριο στο 3:


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Στην περίπτωση συνάρτησης της μορφής: αf(x), ακολουθείται η παρακάτω μεθοδολογία:


    



    Αν [image: ] , τότε επειδή το όριο της συνάρτησης[image: ]στα σημεία του πεδίου ορισμού της είναι ίσο με την τιμή της στα σημεία αυτά, είναι:


    



    [image: ]


    



    Αν [image: ] τίθεται [image: ]


    



    Τότε: [image: ]


    



    Έτσι: [image: ]


    



    Παράδειγμα 2.24


    Δίνεται η συνάρτηση f: με [image: ].


    



    Να βρεθούν τα όρια όταν [image: ].


    



    Λύση


    



    Η f: ορίζεται όταν: [image: ] αρκεί [image: ]


    



    Το πεδίο ορισμού της συνάρτησης θα είναι το σύνολο [image: ]


    



    [image: ]


    



    Επειδή η [image: ] είναι συνεχής (όπως θα αναφερθεί στο κεφάλαιο της συνέχειας), πρέπει:


    



    [image: ]


    



    Ακόμη: [image: ]


    



    Οπότε: [image: ]


    



    Παράδειγμα 2.25


    Να βρεθούν τα όριά της f: με [image: ] όταν [image: ].


    



    Λύση


    



    Η f: ορίζεται όταν: [image: ].


    



    Άρα, πεδίο ορισμού της f: θα είναι το σύνολο: [image: ]


    



    Όριο στο [image: ]:


    



    Επειδή η [image: ] είναι ρητή:


    



    [image: ]


    



    Τίθεται[image: ]


    



    [image: ]


    



    Άρα, όταν [image: ], θα είναι [image: ].


    



    Είναι: [image: ]


    



    Όριο στο [image: ]:


    



    Επειδή η [image: ] είναι ρητή:


    



    [image: ]


    



    Τίθεται [image: ]


    



    [image: ]


    



    Άρα, όταν [image: ], θα είναι [image: ].


    



    Είναι: [image: ]


    



    vi) Γενικά παραδείγματα στην απροσδιοριστία ±∞/±∞.


    



    Παράδειγμα 2.26


    Δίνεται η συνάρτηση f: με [image: ].


    



    Να βρεθούν τα όριά όταν [image: ], [image: ].


    



    Λύση


    



    Η f: ορίζεται όταν: [image: ]


    



    [image: ] επειδή η λογαριθμική συνάρτηση είναι “1-1”


    



    [image: ]


    



    Πρέπει τελικά: [image: ]


    



    Άρα, τελικά το πεδίο ορισμού της f: θα είναι το σύνολο:


    



    [image: ]


    



    Έχει έννοια η αναζήτηση των ορίων της f: όταν [image: ], [image: ].


    



    Όριο στο [image: ]:


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Ακόμη: [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Όριο στο 0:


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Ακόμη: [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Παράδειγμα 2.27


    Να βρεθεί το όριο της συνάρτησης f: με [image: ], για [image: ].


    



    



    Λύση


    



    Η f: ορίζεται όταν: [image: ]


    



    Επειδή [image: ] θα είναι:


    



    [image: ]


    



    Το πεδίο ορισμού της f: θα είναι το σύνολο:


    



    [image: ]


    



    Έχει έννοια η αναζήτηση του ορίου της f: στο [image: ].


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Ακόμη: [image: ]


    



    [image: ]


    



    Παράδειγμα 2.28


    Να βρεθούν τα όρια της συνάρτησης f: με [image: ], για [image: ].


    



    Λύση


    



    Η f: ορίζεται όταν: [image: ] ισχύει [image: ].Άρα, πεδίο ορισμού της f: θα είναι το σύνολο: [image: ].


    



    Έχει έννοια η αναζήτηση του ορίου της f: στο [image: ].


    



    Όριο στο [image: ]:


    



    [image: ]


    



    Είναι γνωστό ότι συνάρτηση με τιμές απολύτως μικρότερες της συνάρτησης με όριο μηδέν για [image: ], έχει όριο 0.


    



    [image: ] [image: ]


    



    Άρα τελικά: [image: ] Ακόμη: [image: ]


    



    [image: ]


    



    Όριο στο [image: ]:


    



    [image: ]


    



    Ομοίως είναι: [image: ] Ακόμη: [image: ]


    



    [image: ]


    



    Παράδειγμα 2.29


    Δίνεται η συνάρτηση f: με [image: ].


    



    Να βρεθούν τα όριά της για [image: ].


    



    Λύση


    



    Η f: ορίζεται όταν: [image: ] ισχύει [image: ].Το πεδίο ορισμού της f: θα είναι το σύνολο: [image: ].


    



    Έχει έννοια η αναζήτηση του ορίου της f: στο [image: ].


    



    Για [image: ] είναι:


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Ακόμη: [image: ]


    



    [image: ]


    



    Για [image: ] είναι:


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Τελικά είναι: [image: ].


    



    2.3.2 Η απροσδιοριστία της μορφής +∞-∞


    



    [image: ]


    Η απροσδιοριστία αυτή προέρχεται ή από διαφορά ή άθροισμα κλασμάτων, ή από διαφορά – άθροισμα ριζών.


    



    i) Συνάρτηση με διαφορά η άθροισμα κλασμάτων


    



    Αν υπάρχει διαφορά ή άθροισμα κλασμάτων, τα κλάσματα γίνονται ομώνυμα και έτσι προκύπτει απροσδιόριστη μορφή ±∞/±∞. Η μορφή αυτή λύνεται, στη συνέχεια, με βάση τη μεθοδολογία της προηγούμενης παραγράφου.


    



    Παράδειγμα 2.30


    Να βρεθεί το όριο της συνάρτησης f: με [image: ] για [image: ].


    



    Λύση


    



    Η f: ορίζεται όταν: [image: ].


    



    Το πεδίο ορισμού της f: θα είναι το σύνολο: [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Η f: είναι ρητή οπότε:


    



    [image: ]


    



    Είναι: [image: ]


    



    ii) Συνάρτηση με διαφορά ή άθροισμα ριζών – γενική μέθοδος


    



    Η γενική μέθοδος αντιμετώπισης προβλημάτων υπολογισμού ορίων συναρτήσεων με διαφορά ή άθροισμα ριζών εφαρμόζεται υποχρεωτικά στα παραμετρικά προβλήματα.


    



    Εργασία:


    Αρχικά εξάγεται, αμέσως ή βήμα βήμα, η μέγιστη δύναμη του x που εμφανίζεται, ως κοινός παράγοντας. Έτσι, προκύπτει αποτέλεσμα της μορφής:


    
      [image: ]

    


    
      
        

      

    


    Αν λ ≠ 0 , τότε βρίσκεται αμέσως το όριο ([image: ] ή [image: ]).


    Αν λ = 0 , τότε είναι απροσδιοριστία της μορφής [image: ].


    



    Στην δεύτερη περίπτωση, διαγράφεται όλη η προηγούμενη διεργασία, και ξεκινώντας από την αρχική συνάρτηση, ανάλογα με τη μορφή της, ακολουθείται κάποια από τις παρακάτω μεθόδους για τη μετατροπή σε απροσδιοριστία ±∞/±∞, η οποία λύνεται, στη συνέχεια, με βάση τη μεθοδολογία της προηγούμενης ενότητας.


    1. Αν η συνάρτηση είναι της μορφής:


    
      
        

      

    


    
      [image: ]

    


    



    Γίνεται πολλαπλασιασμός και διαίρεση με τη συζυγή παράσταση. Μετά τις απλοποιήσεις προκύπτει απροσδιοριστία της μορφής ±∞/±∞.


    



    2. Αν η συνάρτηση είναι της μορφής:


    
      
        

      

    


    
      [image: ]

    


    



    Χρησιμοποιείται η ταυτότητα:


    



    [image: ]


    



    Τελικά, προκύπτει απροσδιοριστία της μορφής ±∞/±∞.


    



    3. Αν η συνάρτηση είναι της μορφής:


    
      
        

      

    


    
      [image: ]

    


    



    Γίνεται πολλαπλασιασμός και διαίρεση με τη συζυγή παράσταση. Στη συνέχεια, γίνεται εκ νέου πολλαπλασιασμός και διαίρεση με τη συζυγή παράσταση, καταλήγοντας σε απροσδιοριστία της μορφής±∞/±∞.


    



    4. Αν η συνάρτηση είναι της μορφής:


    
      
        

      

    


    
      [image: ]

    


    



    Χρησιμοποιείται η ταυτότητα:


    



    [image: ]


    Τελικά, προκύπτει απροσδιοριστία της μορφής ±∞/±∞.


    



    5. Αν η συνάρτηση είναι της μορφής:


    
      
        

      

    


    
      [image: ]

    


    



    Στην περίπτωση αυτή, υπάρχουν δύο διαφορές ριζών. Για κάθε μία ακολουθείται το ανάλογο τέχνασμα από τα παραπάνω.


    



    6. Αν η συνάρτηση είναι της μορφής:


    
      
        

      

    


    
      [image: ]

    


    



    Αφήνεται ο συνοδός παράγοντας όπως είναι και χρησιμοποιείται μόνο στο τέλος, για την εξαγωγή κοινού παράγοντα. Κατά τα άλλα, ακολουθείται η ίδια διαδικασία.


    



    7. Αν η συνάρτηση είναι της μορφής:


    
      
        

      

    


    
      [image: ]

    


    



    Γίνονται διάφορες διασπάσεις, και κατόπιν γίνεται ομαδοποίηση σε διαφορές των προηγούμενων μορφών. Στη συνέχεια, ακολουθείται η ίδια διαδικασία.


    



    8. Αν η συνάρτηση είναι της μορφής:


    
      
        

      

    


    
      [image: ]

    


    



    Ή μετατρέπονται οι ρίζες στην ίδια τάξη ή προστίθεται και αφαιρείται μία μονάδα, ώστε να προκύψει η μορφή: [image: ]. Στη συνέχεια, ακολουθείται η ίδια διαδικασία.


    Παράδειγμα 2.31


    Να βρεθεί το όριο της συνάρτησης f: με [image: ] για [image: ].



    



    Λύση


    



    Η f: ορίζεται όταν: [image: ] ισχύει [image: ].


    



    Προφανώς, πεδίο ορισμού της f: θα είναι το σύνολο: [image: ].


    



    Όριο στο [image: ]:


    



    



    [image: ]


    



    Επειδή [image: ]μπορεί να υποτεθεί ότι [image: ].


    



    Άρα [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Ακόμα: [image: ]


    



    Οπότε: [image: ]


    



    Όριο στο [image: ]:


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Επειδή [image: ], μπορεί να υποτεθεί ότι [image: ].


    



    Άρα [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Παράδειγμα 2.32


    Δίνεται η συνάρτηση f: με [image: ].


    



    Να βρεθούν τα όριά της για [image: ].


    



    Λύση


    



    Η f: ορίζεται όταν: [image: ]


    



    [image: ]


    



    Άρα, πεδίο ορισμού της συνάρτησης f: θα είναι το σύνολο: [image: ]


    



    Έχει έννοια η αναζήτηση των ορίων.


    



    Όριο στο [image: ]:


    



    [image: ]


    



    Επειδή [image: ], μπορεί να υποτεθεί ότι [image: ].


    



    Άρα [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ][image: ]


    



    Όριο στο [image: ]:


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Επειδή [image: ]. μπορεί να υποτεθεί ότι [image: ].


    



    Άρα [image: ]


    



    [image: ]


    



    Είναι λοιπόν:


    



    [image: ]


    



    ii) Συνάρτηση με διαφορά ή άθροισμα ριζών – ειδική μέθοδος


    



    Εργασία:


    



    Μετά από αρχικό έλεγχο επιλέγεται το κατάλληλο τέχνασμα (εξαγωγή κοινού παράγοντα ή χρήση συζυγούς παράστασης). Ο έλεγχος γίνεται ως εξής:


    



    Προχείρως τίθεται [image: ], [image: ] στη μεγαλύτερη δύναμη του x (ή των παραστάσεων) που εμφανίζονται. Βρίσκεται ένα από τα εξής αποτελέσματα:


    



    [image: ]


    



    Σε όλες τις περιπτώσεις εκτός από την παρακάτω ειδική περίπτωση, επιλέγεται η εξαγωγή κοινού παράγοντα:


    Ειδική περίπτωση:


    



    Όταν είναι[image: ] με [image: ], είναι απαραίτητο να χρησιμοποιηθεί συζυγής παράσταση.


    



    Παράδειγμα 2.33


    Δίνεται η συνάρτηση f: με [image: ].


    



    Να βρεθούν τα όριά της για [image: ].


    



    Λύση


    



    Η f: ορίζεται όταν: [image: ] ισχύει [image: ].


    



    Προφανώς, πεδίο ορισμού της f: θα είναι το σύνολο: [image: ].


    



    Όριο στο [image: ]:


    



    Προχείρως, βάζοντας [image: ] στις μεγαλύτερες δυνάμεις του x, προκύπτει ειδική περίπτωση: [image: ]


    



    Θα χρησιμοποιηθεί, λοιπόν, συζυγής παράσταση:


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Επειδή [image: ], μπορεί να υποτεθεί ότι [image: ]. Άρα [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Όριο στο [image: ]:


    



    [image: ]


    



    Επειδή [image: ], μπορεί να υποτεθεί ότι [image: ]. Άρα [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Ακόμα: [image: ]


    



    Οπότε: [image: ]


    



    [image: ]


    



    Παράδειγμα 2.34


    Δίνεται η συνάρτηση f: με [image: ].


    



    Να βρεθούν τα όριά της για [image: ].


    



    Λύση


    



    Η f: ορίζεται όταν: [image: ]


    



    [image: ]


    



    Άρα, πεδίο ορισμού της συνάρτησης f: θα είναι το σύνολο:


    



    [image: ]


    



    Έχει έννοια η αναζήτηση των ορίων.


    



    Όριο στο [image: ]:


    



    [image: ]


    



    Επειδή [image: ], μπορεί να υποτεθεί ότι [image: ].


    



    Άρα [image: ]


    



    [image: ]


    



    Είναι λοιπόν:


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Όριο στο [image: ]:


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Επειδή [image: ], μπορεί να υποτεθεί ότι [image: ].


    



    Άρα [image: ]


    



    [image: ]


    



    Είναι λοιπόν:


    



    [image: ]


    


    



    Παράδειγμα 2.35


    Δίνεται η συνάρτηση f: με [image: ].


    



    Να βρεθούν τα όριά της για [image: ].


    



    Λύση


    



    Η f: ορίζεται όταν: [image: ] (Α)


    



    Εξετάζεται πότε [image: ] (1)


    



    Καταρχήν πρέπει [image: ]


    



    [image: ]


    



    Πρέπει λοιπόν [image: ]


    



    [image: ]


    
      
        

      

    


    
      [image: ]

    


    



    Άρα, λοιπόν, πεδίο ορισμού της συνάρτησης f: θα είναι το σύνολο:


    



    [image: ]


    



    Έχει έννοια η αναζήτηση των ορίων.


    



    Όριο στο [image: ]:


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Επειδή [image: ], μπορεί να θεωρηθεί ότι [image: ]. Άρα [image: ].


    



    [image: ]


    



    Είναι λοιπόν:


    



    



    [image: ]


    


    



    Όριο στο [image: ]:


    



    Εξετάζοντας προχείρως το [image: ] για [image: ] παρατηρώ πως ο αριθμητής έχει απροσδιοριστία (θέλει συζυγή), ενώ ο παρονομαστής δεν χρειάζεται συζυγή.


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Επειδή [image: ], μπορεί να θεωρηθεί ότι [image: ]. Άρα [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Είναι λοιπόν:


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Παράδειγμα 2.36


    Δίνεται η συνάρτηση f: με [image: ].


    



    Να βρεθούν το όριό της για [image: ].


    



    Λύση


    



    Η f: ορίζεται όταν: [image: ]


    



    [image: ]


    
      
        

      

    


    
      [image: ]

    


    



    Το πεδίο ορισμού της συνάρτησης f: θα είναι το σύνολο:


    



    [image: ]


    



    Έχει έννοια η αναζήτηση του ορίου.


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Τίθεται: [image: ]


    



    [image: ]


    



    Θα είναι: [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Επειδή [image: ], μπορεί να υποτεθεί ότι [image: ]. Άρα [image: ]


    



    [image: ]


    



    Είναι λοιπόν:


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Είναι επομένως:


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    Παράδειγμα 2.37


    Δίνεται η συνάρτηση f: με [image: ].


    



    Να βρεθούν τα όριά της για [image: ].


    



    Λύση


    



    Η f: ορίζεται όταν: [image: ] ισχύει [image: ].


    



    Το πεδίο ορισμού της f: θα είναι το σύνολο: [image: ].


    



    Έχει έννοια η αναζήτηση των ορίων.


    



    Όριο στο [image: ]:


    



    [image: ]


    



    



    [image: ]


    



    Επειδή [image: ], μπορεί να θεωρηθεί ότι [image: ].


    



    Άρα [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Είναι λοιπόν:


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Όριο στο [image: ]:


    



    [image: ]


    



    Επειδή [image: ], μπορεί να θεωρηθεί ότι [image: ]. Άρα [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Είναι λοιπόν:


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Παράδειγμα 2.38


    Δίνεται η συνάρτηση f: με [image: ].


    



    Να βρεθούν τα όριά της για [image: ].


    



    Λύση


    



    Η f: ορίζεται όταν: [image: ].


    



    Επειδή [image: ] αρκεί [image: ].


    



    Πεδίο ορισμού της f: θα είναι το σύνολο: [image: ]


    



    Έχει έννοια η αναζήτηση του ορίου.


    



    Είναι γνωστό ότι: [image: ]


    



    [image: ]


    



    Αν [image: ], [image: ] τότε είναι:


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Επειδή [image: ], μπορεί να θεωρηθεί ότι [image: ].


    



    Άρα [image: ]


    



    [image: ]


    



    Είναι λοιπόν:


    



    [image: ]


    



    Παράδειγμα 2.39


    Δίνεται η συνάρτηση f: με [image: ].


    



    Να βρεθούν τα όριά της για [image: ].


    



    Λύση


    



    Η f: ορίζεται όταν: [image: ].


    



    Επειδή [image: ] αρκεί [image: ] αρκεί [image: ].


    



    Το πεδίο ορισμού της f: θα είναι το σύνολο: [image: ]


    



    Έχει έννοια η αναζήτηση του ορίου.


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Είναι γνωστό ότι: [image: ]


    



    [image: ]


    



    Αν [image: ], [image: ] τότε είναι:


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Επειδή [image: ], μπορεί να θεωρηθεί ότι [image: ].


    



    Άρα [image: ]


    



    [image: ]


    



    Είναι λοιπόν:


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    και [image: ]


    



    Οπότε: [image: ]


    



    



    [image: ]


    



    Παράδειγμα 2.40


    Δίνεται η συνάρτηση f: με [image: ].


    



    Να βρεθούν τα όριά της για [image: ].


    



    Λύση


    



    Η f: ορίζεται όταν: [image: ]


    



    [image: ] (αδύνατο) ή [image: ] ισχύει [image: ].


    



    Το πεδίο ορισμού της f: θα είναι το σύνολο: [image: ].


    



    Έχει έννοια η αναζήτηση του ορίου.


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Είναι λοιπόν:


    



    [image: ]


    



    και [image: ]


    



    Παράδειγμα 2.41


    Δίνεται η συνάρτηση f: με [image: ].


    



    Να βρεθούν τα όριά της για [image: ].


    



    Λύση


    



    Η f: ορίζεται όταν: [image: ]


    



    αρκεί [image: ] , επειδή η ex είναι [image: ]στο IR αρκεί: [image: ]


    



    Πεδίο ορισμού της f: θα είναι το σύνολο: [image: ].


    



    Έχει έννοια η αναζήτηση του ορίου.


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Είναι λοιπόν:


    



    [image: ]


    



    και [image: ]


    



    Παράδειγμα 2.42


    Δίνεται η συνάρτηση f: με [image: ].


    



    Να βρεθούν τα όριά της για [image: ].


    



    Λύση


    



    Η f: ορίζεται όταν: [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    
      
        

      

    


    
      [image: ]

    


    



    Πεδίο ορισμού της f: θα είναι το σύνολο:[image: ]


    Έχει έννοια η αναζήτηση του ορίου.


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Επειδή [image: ], οπότε [image: ]μπορεί να θεωρηθεί ότι [image: ].


    



    Άρα [image: ].


    



    Είναι λοιπόν:


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    και [image: ]


    



    Παράδειγμα 2.43


    Δίνεται η συνάρτηση f: με [image: ].


    



    Να βρεθούν τα όριά της για [image: ].


    



    Λύση


    



    Η f: ορίζεται όταν: [image: ]


    



    [image: ]


    
      
        

      

    


    
      [image: ]

    


    



    Το πεδίο ορισμού της συνάρτησης f: θα είναι το σύνολο:


    



    [image: ]


    



    Έχει έννοια η αναζήτηση του ορίου.


    



    [image: ]


    



    Τίθεται: [image: ], [image: ] με πεδίο ορισμού το Α.


    



    Θα είναι: [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Επειδή [image: ], μπορεί να θεωρηθεί ότι [image: ]. Άρα [image: ]


    



    [image: ]


    



    Είναι επομένως:


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Οπότε:


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Παράδειγμα 2.44


    Δίνεται η συνάρτηση f: με [image: ].


    



    Να βρεθούν τα όριά της για [image: ].


    



    Λύση


    



    Η f: ορίζεται όταν: [image: ]


    



    αρκεί [image: ] ή [image: ]


    



    Πεδίο ορισμού της συνάρτησης f: θα είναι το σύνολο: [image: ]


    



    Έχει έννοια η αναζήτηση του ορίου.


    



    [image: ]


    



    Τίθεται: [image: ], [image: ] με πεδίο ορισμού το Α.


    



    Θα είναι: [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Επειδή [image: ], μπορεί να θεωρηθεί ότι [image: ].


    



    Άρα [image: ]


    



    [image: ]


    



    Είναι λοιπόν:


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Επομένως:


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Παράδειγμα 2.45


    Δίνεται η συνάρτηση f: με [image: ].


    



    Να βρεθούν τα όριά της για [image: ].


    



    Λύση


    



    Η f: ορίζεται όταν: [image: ]


    



    αρκεί [image: ] ή [image: ]


    



    Πεδίο ορισμού της συνάρτησης f: θα είναι το σύνολο: [image: ]


    



    Έχει έννοια η αναζήτηση του ορίου.


    



    [image: ]


    



    Τίθεται: [image: ], [image: ], ……, [image: ] με πεδίο ορισμού Α.


    



    Θα είναι: [image: ]


    



    [image: ]


    



    Επειδή [image: ], μπορεί να θεωρηθεί ότι [image: ].


    



    Άρα [image: ]


    



    [image: ]


    



    και [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    και [image: ]


    



    Ομοίως:


    [image: ]


    ………………


    ………………


    [image: ]


    



    Είναι λοιπόν:


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Παράδειγμα 2.46


    Δίνεται η συνάρτηση f: με [image: ]. Να βρεθεί το όριό της για [image: ].


    



    Λύση


    



    Η f: ορίζεται όταν: [image: ]


    



    [image: ]


    



    Πεδίο ορισμού της συνάρτησης f: θα είναι το σύνολο: [image: ]


    



    Έχει έννοια η αναζήτηση του ορίου.


    



    Αν [image: ], τότε:


    



    [image: ]


    



    Επειδή [image: ], μπορεί να θεωρηθεί ότι [image: ].


    



    Άρα [image: ]


    



    [image: ]


    



    Είναι λοιπόν:


    



    [image: ]


    



    και [image: ]


    



    αν [image: ]: [image: ]


    



    αν [image: ]: [image: ]


    



    Αν [image: ], τότε:


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Τελικά:


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Παράδειγμα 2.47


    Δίνεται η συνάρτηση f: με [image: ]. Να βρεθεί το όριό της για [image: ].


    



    Λύση


    



    Η f: ορίζεται όταν: [image: ]


    



    Αν [image: ], τότε: [image: ]


    



    Πεδίο ορισμού της συνάρτησης f: θα είναι το σύνολο: [image: ]


    



    Αν [image: ], τότε: [image: ]


    



    Πεδίο ορισμού της συνάρτησης f: θα είναι το σύνολο: [image: ]


    



    Αν [image: ], τότε:


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Επειδή [image: ], μπορεί να θεωρηθεί ότι [image: ].


    



    Άρα [image: ]


    



    [image: ]


    



    Είναι λοιπόν:


    



    [image: ]


    


    



    Αν [image: ], τότε:


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Είναι λοιπόν:


    



    [image: ]


    



    και [image: ]


    



    αν [image: ]: [image: ]


    



    αν [image: ]: [image: ]


    



    Παράδειγμα 2.48


    Δίνεται η συνάρτηση f: με [image: ]. Να βρεθεί το όριό της για [image: ].


    



    Λύση


    



    Η f: ορίζεται όταν: [image: ] ισχύει [image: ].


    



    Πεδίο ορισμού της συνάρτησης f: θα είναι το σύνολο: [image: ].


    



    Έχει έννοια η αναζήτηση του ορίου.


    



    Αν [image: ] , τότε:


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Αν [image: ]: Ο μεγιστοβάθμιος όρος του αριθμητή θα είναι ο [image: ].


    



    Επειδή [image: ], μπορεί να θεωρηθεί ότι [image: ]. Άρα [image: ]


    



    [image: ]


    



    Είναι λοιπόν:


    



    [image: ] και [image: ]


    



    αν [image: ] τότε [image: ]


    



    αν [image: ] τότε [image: ]


    



    Αν [image: ], τότε : [image: ]


    



    Επειδή [image: ], μπορεί να θεωρηθεί ότι [image: ]. Άρα [image: ]


    



    [image: ]


    



    Είναι λοιπόν:


    



    [image: ]


    



    Αν [image: ], τότε : [image: ]


    



    [image: ]


    



    Οπότε:


    



    [image: ] και [image: ]


    



    αν [image: ]: [image: ]


    



    αν [image: ]: [image: ]


    



    Παράδειγμα 2.49


    Δίνεται η συνάρτηση f: με [image: ]. Να βρεθεί το όριό της για [image: ].


    



    Λύση


    



    Η f: ορίζεται όταν: [image: ] ισχύει [image: ].


    



    Πεδίο ορισμού της συνάρτησης f: θα είναι το σύνολο: [image: ].


    



    Έχει έννοια η αναζήτηση του ορίου.


    



    Αν [image: ], τότε:


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Επειδή [image: ], μπορεί να θεωρηθεί ότι [image: ].


    



    Άρα [image: ]


    



    Αν [image: ] , τότε ο μεγιστοβάθμιος όρος του αριθμητή θα είναι ο [image: ].


    



    [image: ]


    



    Είναι λοιπόν:


    



    [image: ]


    



    Αν [image: ] τότε:


    



    [image: ]


    



    Επομένως


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Αν [image: ], τότε:


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Οπότε:


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    αν [image: ]: [image: ]


    



    αν [image: ]: [image: ]


    



    Παράδειγμα 2.50


    Να προσδιοριστούν τα λ, μ ώστε:


    



    [image: ]


    



    Λύση


    



    Πρέπει [image: ].


    



    Πεδίο ορισμού της συνάρτησης f: θα είναι το σύνολο: [image: ]


    



    Τίθεται[image: ]


    



    Επειδή [image: ], μπορεί να θεωρηθεί ότι [image: ]. Άρα [image: ]


    



    [image: ]


    



    Είναι λοιπόν:


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Αν [image: ] τότε: [image: ].


    



    Πρέπει λοιπόν [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Πρέπει [image: ]


    



    [image: ]


    



    Επομένως:[image: ]


    



    Παράδειγμα 2.51


    Να βρεθεί το όριο της f: με [image: ], όταν [image: ].


    



    Λύση


    



    Πρέπει [image: ] (1)


    



    Ο όρος sinx παίρνει την ελάχιστη τιμή της για [image: ].


    



    Πεδίο ορισμού της συνάρτησης f: θα είναι το σύνολο: [image: ].


    



    [image: ]


    



    Επειδή [image: ], μπορεί να θεωρηθεί ότι [image: ].


    



    Άρα [image: ]


    



    [image: ]


    



    Είναι λοιπόν:


    



    [image: ] ακόμη [image: ] οπότε είναι:


    



    [image: ]


    



    Άρα, λοιπόν, θα είναι και:


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    iii) Μεθοδολογία αντιμετώπισης παραμετρικών προβλημάτων στην απροσδιοριστία ∞-∞


    
Αρχικά, εξάγεται κοινός παράγοντας η μεγαλύτερη δύναμη του x, έτσι ώστε να προκύψει αποτέλεσμα της μορφής:


    
      
        

      

    


    
      [image: ]

    


    



    Στη συνέχεια:


    



    i.Αν [image: ], προσδιορίζεται το λ και το όριο της συνάρτησης που θα είναι το [image: ].


    



    ii.Αν [image: ], προσδιορίζεται το λ και το όριο της συνάρτησης που θα είναι το [image: ].


    



    iii.Αν [image: ], προσδιορίζεται το λ, αντικαθίσταται στην αρχική συνάρτηση και βρίσκεται το όριο κατά τα γνωστά.


    



    2.3.3 Η απροσδιοριστία της μορφής 0/0


    Σημείωση: Η απροσδιοριστία αυτή μπορεί να εμφανίζεται και ως: (0 ± 0) / 0. Η περίπτωση αυτή αντιμετωπίζεται με διάσπαση του κλάσματος, έτσι ώστε να προκύψει η απλούστερη μορφή 0/0 ± 0/0.


    Υπάρχουν δύο τρόποι αντιμετώπισης αυτής της απροσδιοριστίας:


    



    i) Με παραγοντοποίηση


    



    Η μέθοδος αυτή συνίσταται στη μετατροπή αριθμητή και παρονομαστή σε γινόμενο, αμέσως ή μετά από τέχνασμα με στόχο να δημιουργηθεί, και στον αριθμητή και στον παρονομαστή, ο παράγοντας (x - x0). Στη συνέχεια, το (x - x0) απαλείφεται και έτσι η παράσταση απαλλάσσεται από την απροσδιοριστία.


    



    Απόδειξη της ισότητας του ορίου της παράστασης πριν και μετά την απαλοιφή:


    



    Η αρχική, f(x) και η τελική, g(x) παράσταση παίρνουν τις ίδιες ακριβώς τιμές, καθώς το x διατρέχει το πεδίο ορισμού της συνάρτησης, με μόνη διαφορά το ότι η δεύτερη είναι πιθανό να ορίζεται στο x = x0. Ωστόσο, όταν x→x0, μπορεί να θεωρηθεί ότι x ≠ x0 και επομένως, f(x) = g(x), οπότε οι δύο παραστάσεις έχουν το ίδιο όριο.


    



    Παράδειγμα 2.52


    Να βρεθεί το όριο της συνάρτησης f: με [image: ] για [image: ].


    



    Λύση


    



    Η f: ορίζεται όταν: [image: ].


    



    Πεδίο ορισμού της f: θα είναι το σύνολο: [image: ]


    



    Έχει έννοια η αναζήτηση του ορίου.


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Παράδειγμα 2.53


    Να βρεθεί το όριο της συνάρτησης f: με [image: ] για [image: ].


    



    Λύση


    



    Η f: ορίζεται όταν: [image: ]


    
      
        

      

    


    
      [image: ]

    


    



    Πεδίο ορισμού της f: θα είναι το σύνολο: [image: ]


    



    Έχει έννοια η αναζήτηση του ορίου στο 1.


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Είναι: [image: ]


    



    Ακόμη: [image: ]


    



    Οπότε: [image: ]


    



    Παράδειγμα 2.54


    Να βρεθεί το όριο της συνάρτησης f: με [image: ] για [image: ].


    



    Λύση


    



    Η f: ορίζεται όταν: [image: ]


    



    Πεδίο ορισμού της f: θα είναι το σύνολο: [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Παράδειγμα 2.55


    Να βρεθεί το όριο της συνάρτησης f: με [image: ] για [image: ].


    



    Λύση


    



    Η f: ορίζεται όταν: [image: ]


    



    Πεδίο ορισμού της f: θα είναι το σύνολο: [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    ii) Με αναγωγή σε γνωστούς τύπους ορίων


    



    Οι τύποι που συνήθως βοηθούν τις περιπτώσεις της απροσδιοριστίας αυτής είναι οι παρακάτω:


    



    Α) [image: ]


    



    Β) [image: ]


    



    Γ) [image: ]


    



    Δ) [image: ]


    



    Ε) [image: ]


    



    ΣΤ) [image: ]


    



    Μέθοδος:


    Προκειμένου να επιτευχθεί η αναγωγή του ζητούμενου ορίου σε ένα από τα παραπάνω, πρώτα γίνεται επιβεβαίωση ότι όντως πρόκειται για απροσδιοριστία 0/0. Στη συνέχεια, ελέγχεται αν το τόξο τείνει στο μηδέν και ακολουθείται ένας από τους παρακάτω τρόπους εργασίας:


    Σημείωση: Αν το τόξο δεν τείνει στο 0, ελέγχουμε μήπως το πρόβλημα αντιμετωπίζεται με συγκρίσεις.


    



    α) Εφαρμογή αλγεβρικών ή τριγωνομετρικών μετασχηματισμών.


    Για κάθε όρο ημιτόνου, επιχειρείται η δημιουργία ενός παρονομαστή τέτοιου, ώστε να είναι ίσος με το τόξο και ομοβάθμιος με το ημίτονο. Για να επιτευχθεί αυτό, γίνεται συνήθως διαίρεση και πολλαπλασιασμός με το τόξο, σε εκθέτη ίσο με το τόξο του ημιτόνου. Αυτό που προκύπτει έχει τη μορφή:


    
      
        

      

    


    
      [image: ]

    


    



    Οι τριγωνομετρικοί μετασχηματισμοί που χρησιμοποιούνται, συνήθως, συνοψίζονται παρακάτω:


    
      
        

      

    


    
      [image: ]

    


    



    Παράδειγμα 2.56


    Δίνεται η συνάρτηση f: με [image: ]. Να βρεθεί το όριό της για [image: ].


    



    Λύση


    



    Πρέπει: [image: ].


    



    Προφανώς, πεδίο ορισμού της f: θα είναι το σύνολο: [image: ]


    



    Έχει έννοια η αναζήτηση του ορίου.


    



    [image: ]


    



    Είναι: [image: ] και ακόμη [image: ]. Άρα: [image: ]


    



    Είναι ακόμη: [image: ]. Άρα: [image: ]


    



    Παράδειγμα 2.57


    Δίνεται η συνάρτηση f: με. Να βρεθεί το όριό της για [image: ], αν πεδίο ορισμού της f: είναι το σύνολο [image: ].


    



    Λύση:


    



    Είναι γνωστό ότι: [image: ] και ακόμη [image: ]


    



    Άρα: [image: ]


    



    Παράδειγμα 2.58


    Δίνεται η συνάρτηση f: με [image: ]. Να βρεθεί το όριό της για [image: ].


    



    Λύση


    



    Η f: ορίζεται όταν [image: ]


    



    Πεδίο ορισμού της f: θα είναι το σύνολο: [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ] και ακόμη [image: ]


    



    Επομένως: [image: ]


    



    Παράδειγμα 2.59


    Δίνεται η συνάρτηση f: με [image: ].


    



    Να βρεθεί το όριό της για [image: ].


    



    Λύση


    



    Η f: ορίζεται όταν: [image: ]


    



    [image: ]


    



    Πεδίο ορισμού της f: θα είναι το σύνολο: [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ] [image: ]


    



    [image: ]


    



    Έτσι είναι:


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Παράδειγμα 2.60


    Να βρεθεί το όριο: [image: ].


    



    Λύση


    



    Παρατήρηση:


    



    Εδώ, το x είναι σταθερό, ενώ μεταβλητή είναι το h.


    



    Πρέπει [image: ].


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Έτσι είναι:


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Παρατήρηση:


    



    Το όριο του παραδείγματος αυτού αντιστοιχεί στον ρυθμό μεταβολής (παράγωγος) της συνάρτηση του ημιτόνου, όπως θα αποδειχθεί στο κεφάλαιο του διαφορικού λογισμού. Παρατηρείται ότι ο ρυθμός μεταβολής της συνάρτησης sinx είναι:[image: ].


    



    Παράδειγμα 2.61


    Να βρεθεί το όριο: [image: ].


    



    Λύση


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Έτσι είναι:


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Παρατήρηση:


    



    Όμοια με την περίπτωση του προηγούμενου παραδείγματος παρατηρείται ότι: [image: ]


    



    Παράδειγμα 2.62


    Να βρεθεί το όριο: [image: ].


    



    Λύση


    



    [image: ]


    



    Έτσι είναι:


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    β) Αλλαγή μεταβλητής


    Στη μέθοδο αυτή, εφαρμόζονται οι παρακάτω αλλαγές μεταβλητής:



    



    Αν [image: ], τίθεται[image: ] οπότε [image: ].


    



    Αν [image: ], τίθεται[image: ] οπότε [image: ].


    



    Αν [image: ], η αλλαγή μεταβλητής θα πρέπει να αποφεύγεται. Σ’ αυτήν την περίπτωση, επιδιώκεται η μετατροπή αθροισμάτων και διαφορών σε γινόμενα, χρησιμοποιώντας γνωστούς τύπους.


    



    Παράδειγμα 2.63


    1. Να βρεθεί το όριο: [image: ].


    



    Λύση


    



    Τίθεται[image: ], οπότε [image: ].


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Έτσι, θα είναι:


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Άρα: [image: ]


    



    Παράδειγμα 2.64


    Να βρεθεί το όριο: [image: ].


    



    Λύση


    



    Τίθεται[image: ] [image: ].


    



    [image: ]


    



    Έτσι είναι:


    



    [image: ]


    



    Άρα: [image: ]


    



    Παράδειγμα 2.65


    Να βρεθεί το όριο: [image: ].


    



    Λύση


    



    Τίθεται[image: ] [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Έτσι είναι:


    



    [image: ] [image: ]


    



    Άρα: [image: ]


    



    Γενικά παραδείγματα στην απροσδιοριστία 0/0.


    



    Παράδειγμα 2.66


    Δίνεται η συνάρτηση f: με [image: ]. Να βρεθεί το όριό της για [image: ].


    



    Λύση


    



    Η f: ορίζεται όταν: [image: ]


    



    [image: ]


    



    Πεδίο ορισμού της συνάρτησης f: θα είναι το σύνολο: [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Παράδειγμα 2.67


    Δίνεται η συνάρτηση f: με [image: ].


    



    Να βρεθεί το όριό της για [image: ]. [image: ]


    



    Λύση


    



    Η f: ορίζεται όταν: [image: ]


    



    Πεδίο ορισμού της συνάρτησης f: θα είναι το σύνολο: [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Παράδειγμα 2.68


    Δίνεται η συνάρτηση f: με [image: ], [image: ]. Να βρεθεί το όριό της για [image: ].


    



    Λύση


    



    Η f: ορίζεται όταν: [image: ].


    



    Πεδίο ορισμού της συνάρτησης f: θα είναι το σύνολο: [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Παράδειγμα 2.69


    Δίνεται η συνάρτηση f: με [image: ]. Να βρεθεί το όριό της για [image: ].


    



    Λύση


    



    Η f: ορίζεται όταν: [image: ]


    



    [image: ]


    



    Πεδίο ορισμού της συνάρτησης f: θα είναι το σύνολο: [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Παράδειγμα 2.70


    Δίνεται η συνάρτηση f: με [image: ]. Να βρεθεί το όριό της για [image: ].


    



    Λύση


    



    Η f: ορίζεται όταν: [image: ]


    



    [image: ] και [image: ]


    



    Πεδίο ορισμού της συνάρτησης f: θα είναι το σύνολο: [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Παράδειγμα 2.71


    Δίνεται η συνάρτηση f: με [image: ]. Να βρεθεί το όριό της για [image: ].


    



    Λύση


    



    Η f: ορίζεται όταν: [image: ]


    



    [image: ] και [image: ]


    



    Πεδίο ορισμού της συνάρτησης f: θα είναι το σύνολο: [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Παράδειγμα 2.72


    Δίνεται η συνάρτηση f: με [image: ]. Να βρεθεί το όριό της για [image: ].


    



    Λύση


    



    Η f: ορίζεται όταν: [image: ]


    



    [image: ][image: ] και [image: ]


    



    Πεδίο ορισμού της συνάρτησης f: θα είναι το σύνολο: [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Παράδειγμα 2.73


    Δίνεται η συνάρτηση f: με [image: ]. Να βρεθεί το όριό της για [image: ].


    



    Λύση


    



    Τίθεται[image: ] [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    2.3.4 Η απροσδιοριστία της μορφής α/0


    



    Στην περίπτωση της απροσδιοριστίας αυτής, ακολουθείται η παρακάτω διαδικασία:


    



    Ελέγχεται αν ο παρονομαστής διατηρεί σταθερό πρόσημο (τέλειο τετράγωνο, απόλυτο, ή αν ο λόγος έχει γνωστή πλευρικότητα που προκύπτει από το πεδίο ορισμού ή που δίνεται από την εκφώνηση).


    



    Αν ναι, απομονώνεται ο παρονομαστής και βρίσκεται το όριο αμέσως.


    



    Αν όχι, μετατρέπεται ο παρονομαστής σε γινόμενο, απομονώνεται ο παράγοντας που μηδενίζει τον παρονομαστή, απλουστεύεται και ελέγχεται το πρόσημό του. Αν έχει σταθερό πρόσημο, το όριο βρίσκεται αμέσως. Αν δεν έχει σταθερό πρόσημο, δηλώνεται ότι θα βρεθούν τα πλευρικά όρια. Η αναζήτηση του κάθε πλευρικού ορίου, στηρίζεται στην αντίστοιχη πλευρικότητα. Βρίσκεται το όριο του παρονομαστή και στη συνέχεια το όριο.


    



    Σημειώνεται ότι η εκτέλεση πράξεων παραγοντοποίησης δεν αλλάζει τις τιμές της συνάρτησης και επομένως, δεν αλλοιώνει το όριό της.


    



    Όλες οι διαδικασίες γίνονται συνθετικά. Όλα τα αποτελέσματα θα είναι πάντα [image: ] ή [image: ].


    



    Στη συνέχεια:


    



    [image: ] Το όριο δεν υπάρχει στο [image: ].


    



    [image: ] Το όριο είναι [image: ] ή [image: ].


    



    Η μέθοδος αυτή στηρίζεται στα παρακάτω θεωρήματα:


    
      
        

      

    


    
      [image: ]

    


    



    Παράδειγμα 2.74


    Δίνεται η συνάρτηση [image: ]. Να βρεθεί το όριό της για [image: ].


    



    Λύση


    



    Η f: ορίζεται όταν: [image: ]


    



    Ισχύει: [image: ] οπότε αρκεί [image: ]


    



    Πεδίο ορισμού της f: θα είναι το σύνολο [image: ]


    



    [image: ]


    



    Ακόμα: [image: ]


    



    Επομένως: [image: ]


    



    Παράδειγμα 2.75


    Δίνεται η συνάρτηση [image: ]. Να βρεθούν τα όριά της για x→2 και x →0.


    



    Λύση


    



    Η f: ορίζεται όταν: [image: ]


    



    [image: ]


    



    Πεδίο ορισμού της f: θα είναι το σύνολο [image: ].


    



    Όριο στο 2:


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Ακόμα: [image: ]


    



    Άρα: [image: ]


    



    Όριο στο 0:


    



    Ο x δεν διατηρεί σταθερό πρόσημο στο Α. Βρίσκω τα πλευρικά όρια στο 0.


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Η f: δεν έχει όριο στο 0, αλλά στην περιοχή του 0 συμπεριφέρεται ως εξής:


    



    [image: ]


    



    Παράδειγμα 2.76


    Δίνεται η συνάρτηση [image: ]. Να βρεθεί το όριό της όταν[image: ].


    



    Λύση


    



    Η f: ορίζεται όταν: [image: ]


    



    Πεδίο ορισμού της f: θα είναι το σύνολο [image: ]


    



    [image: ]


    



    Το [image: ]δεν διατηρεί σταθερό πρόσημο στο Α.


    



    Βρίσκω τα πλευρικά όρια στο 4.


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Είναι: [image: ]. Άρα: [image: ]


    



    Η f: δεν έχει όριο στο 4, αλλά στην περιοχή του 4 συμπεριφέρεται ως εξής:


    



    [image: ]


    



    Παράδειγμα 2.77


    Δίνεται η συνάρτηση [image: ]. Να βρεθεί το όριό της για [image: ].


    



    Λύση


    



    Η f: ορίζεται όταν: [image: ]


    



    [image: ]


    



    Αρκεί [image: ]


    



    Πεδίο ορισμού της f: θα είναι το σύνολο [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Ακόμη [image: ]


    



    Άρα: [image: ]


    



    Παράδειγμα 2.78


    Δίνεται η συνάρτηση [image: ]. Να βρεθεί το όριό της για [image: ].


    



    Λύση


    



    Η f: ορίζεται όταν: [image: ]


    



    Πεδίο ορισμού της f: θα είναι το σύνολο [image: ]


    



    Βρίσκονται τα πλευρικά όρια στο e:


    



    [image: ]


    



    Ακόμα: [image: ]


    



    Επομένως: [image: ]


    



    [image: ]


    



    Ακόμα: [image: ]


    



    Άρα: [image: ]


    



    Η f: δεν έχει όριο στο e, αλλά στην περιοχή του e συμπεριφέρεται ως εξής:


    



    [image: ]


    



    2.4 Ειδικές περιπτώσεις υπολογισμού ορίων.


    



    2.4.1 Όρια κλιμακωτών συναρτήσεων στο σημείο διαμέρισης.


    
      
        

      

    


    
      [image: ]

    


    



    i) Αν η διαμέριση είναι σε ένα μόνο σημείο:


    Επειδή το όριο στο [image: ] βρίσκεται με τιμές του x διάφορες του [image: ], ο υπολογισμός γίνεται απ’ ευθείας χρησιμοποιώντας τον κλάδο α(x).


    



    Παράδειγμα 2.79


    Δίνεται η συνάρτηση: [image: ]. Να βρεθεί το όριό της για [image: ].


    



    Λύση


    



    Με [image: ]


    



    [image: ]


    



    β) Αν η διαμέριση είναι κατά διαστήματα:


    
      
        

      

    


    
      [image: ]

    


    



    Βρίσκονται και συγκρίνονται τα πλευρικά όρια. Αν είναι ίσα, η συνάρτηση έχει όριο. Αν δεν είναι ίσα, η συνάρτηση δεν έχει όριο.


    



    Παράδειγμα 2.80


    Δίνεται η συνάρτηση: [image: ].


    



    Να βρεθεί το όριό της για [image: ].


    



    Λύση


    



    Βρίσκονται τα πλευρικά όρια της f: στο λ:


    



    Αν [image: ]


    



    [image: ]


    



    Αν [image: ]


    



    [image: ]


    



    Αν [image: ]


    



    Η f: έχει όριο στο λ το [image: ]


    



    Αν [image: ]


    



    Τότε, η f: δεν έχει όριο στο λ.


    



    2.4.2 Όρια συναρτήσεων με απόλυτα.


    



    Στις περιπτώσεις υπολογισμού συναρτήσεων με τύπους που περιέχουν απόλυτα, μπορεί να ακολουθηθεί η παρακάτω μεθοδολογία.


    



    Βρίσκεται καταρχήν το είδος της απροσδιοριστίας και ελέγχεται αν είναι εφικτό να γίνει απ’ ευθείας παραγοντοποίηση, χωρίς απαλλαγή από τα απόλυτα (περιπτώσεις 0 / 0 ή α / 0) ή αν με κατάλληλο άμεσο προσδιορισμό του x, μπορεί η παράσταση να απαλλαγεί από τα απόλυτα (περιπτώσεις ±∞ / ±∞ και +∞ - ∞).


    



    Παράδειγμα 2.81


    Δίνεται η συνάρτηση [image: ]. Να βρεθεί το όριό της για [image: ].


    



    Λύση


    



    Η f: ορίζεται όταν: [image: ]


    



    Πεδίο ορισμού της f: θα είναι το σύνολο [image: ]


    



    Έχει έννοια η αναζήτηση του ορίου.


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Παράδειγμα 2.82


    Δίνεται η συνάρτηση [image: ]. Να βρεθεί το όριό της για [image: ].


    



    Λύση


    



    Η f: ορίζεται όταν: [image: ]


    



    Πεδίο ορισμού της f: θα είναι το σύνολο [image: ]


    



    Επειδή [image: ], μπορεί να υποτεθεί ότι [image: ].


    



    Έτσι: [image: ]


    



    Η f: είναι ρητή οπότε:


    



    [image: ]


    



    Αν δεν είναι εφικτό να βρεθεί το όριο αμέσως, γίνεται προσπάθεια απαλλαγής από τα απόλυτα με βάση τη μέθοδο των υποθέσεων η οποία εφαρμόζεται ως εξής:


    



    i) Εντοπίζονται και περιγράφονται σε πίνακα οι ρίζες και τα πρόσημα των παραστάσεων που βρίσκονται στα απόλυτα.


    



    ii) Στον πίνακα αυτόν, τοποθετείται το σημείο x0στοοποίο αναζητείται το όριο. Στη συνέχεια, ελέγχεται αν στη θέση x0 αλλάζει το πρόσημο έστω και μιας παράστασης.


    



     Αν δεν αλλάζει κανένα πρόσημο καμίας παράστασης, περιορίζεται αμέσως το x σε μια κατάλληλη περιοχή του x0 η οποία φαίνεται εύκολα από τον πίνακα. Λαμβάνονται τα πρόσημα των διάφορων παραστάσεων σε αυτήν την περιοχή από τον πίνακα, απαλείφονται τα απόλυτα και βρίσκεται το όριο κατά τα γνωστά.


     Αν στη θέση x0 αλλάζει έστω και ένα πρόσημα, δηλώνεται ότι θα υπολογιστούν τα πλευρικά όρια. Για την αναζήτηση του κάθε πλευρικού ορίου περιορίζεται το x ανάλογα, σε μια κατάλληλη περιοχή μόνο δεξιά ή μόνο αριστερά τουx0. Στη συνέχεια, υπολογίζεται το όριο κατά τα γνωστά.


    



    Παράδειγμα 2.83


    Δίνεται η συνάρτηση [image: ]. Να βρεθεί το όριό της για [image: ].


    



    Λύση


    



    Η f: ορίζεται όταν: [image: ]


    



    Αρκεί [image: ]


    



    Πεδίο ορισμού της f: θα είναι το σύνολο [image: ]


    
      
        

      

    


    
      [image: ]

    


    



    Επειδή [image: ], μπορεί να υποτεθεί ότι [image: ].


    



    Άρα [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Παράδειγμα 2.84


    Δίνεται η συνάρτηση [image: ]. Να βρεθεί το όριό της για [image: ].


    



    Λύση


    



    Η f: ορίζεται όταν: [image: ]


    



    Αν [image: ] , τότε: [image: ]


    



    Αν [image: ] , τότε: [image: ]


    



    [image: ]


    



    Τελικά, πεδίο ορισμού της f: θα είναι το σύνολο: [image: ]


    
      
        

      

    


    
      [image: ]

    


    



    Βρίσκονται τα πλευρικά όρια της f: στο 2.


    



    Αν [image: ]:


    



    Μπορεί να υποτεθεί ότι [image: ]


    



    Άρα: [image: ] [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Αν [image: ]:


    



    Μπορεί να υποτεθεί ότι [image: ]


    



    Άρα: [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    2.5 Υπολογισμός ορίων με τη βοήθεια ανισοτήτων


    



    Για την εφαρμογή αυτής της μεθόδου, εφαρμόζονται οι παρακάτω ιδιότητες:


    



    Α)


    [image: ]


    



    Συνέπεια:


    



    [image: ]


    



    Β)


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Γ)


    



    [image: ]


    



    Δ) (Κριτήριο της παρεμβολής)


    



    [image: ]


    



    Ε) Αν [image: ], τότε υπάρχει περιοχή του [image: ]τέτοια ώστε:


    



    Αν [image: ]


    



    Αν [image: ]


    



    ΣΤ) Αν [image: ], τότε υπάρχει περιοχή του [image: ]στην οποία η συνάρτηση να γίνεται ομόσημη του ορίου της.


    



    Αν [image: ], υπάρχει [image: ]


    



    Αν [image: ] , υπάρχει [image: ]


    



    Ανισότητες, συνήθως, χρησιμοποιούνται είτε επειδή απαιτείται ή βολεύει για τον υπολογισμό ειδικών περιπτώσεων ορίων είτε επειδή εμφανίζονται στη διατύπωση του προβλήματος. Οι περιπτώσεις αυτές αναπτύσσονται στις παραγράφους που ακολουθούν.


    



    2.5.1 Υπολογισμός ορίων άρρητων ή τριγωνομετρικών συναρτήσεων


    



    Ανισότητες χρησιμοποιούνται, συνήθως, για τον υπολογισμό ορίων στις παρακάτω περιπτώσεις:


    



    i) Υπάρχουν τριγωνομετρικοί αριθμοί των οποίων το τόξο τείνει στο [image: ].


    



    ii) Σε άρρητες συναρτήσεις, μετά την εφαρμογή κατάλληλου τεχνάσματος, όταν είναι προφανείς οι αυξήσεις ή οι μειώσεις, και με δεδομένο ότι είναι γνωστό το πρόσημο των ριζών.


    



    Σημείωση: Στις αυθαίρετες αυξήσεις και μειώσεις, πρέπει κανείς να προσέχει, έτσι ώστε να διατηρείται το πρόσημο σταθερό.


    



    Οι ανισότητες που συνήθως χρησιμοποιούνται συνοψίζονται παρακάτω:


    
      
        

      

    


    
      [image: ]

    


    Παράδειγμα 2.85


    Δίνεται η συνάρτηση. Να βρεθεί το όριό της για [image: ].


    



    Λύση


    



    Η f: ορίζεται όταν: [image: ].


    



    Πεδίο ορισμού της f: θα είναι το σύνολο: [image: ]


    



    [image: ]


    



    Επειδή [image: ], μπορεί να υποτεθεί ότι [image: ] άρα [image: ]


    



    Έτσι: [image: ]


    



    Επειδή η [image: ] είναι ρητή, είναι:


    



    [image: ] Άρα [image: ]


    



    Παράδειγμα 2.86


    Δίνεται η συνάρτηση . Να βρεθεί το όριό της για [image: ].


    



    Λύση


    



    Η f: ορίζεται όταν: [image: ].


    



    Πεδίο ορισμού της f: θα είναι το σύνολο: [image: ]


    



    Παράδειγμα 2.87


    Δίνεται η συνάρτηση [image: ]. Να βρεθεί το όριό της για [image: ].


    



    Λύση


    



    Η f: ορίζεται όταν: [image: ].


    



    Πεδίο ορισμού της f: θα είναι το σύνολο: [image: ]


    



    Έχει έννοια η αναζήτηση του ορίου.


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Παράδειγμα 2.88


    Δίνεται η συνάρτηση [image: ]. Να βρεθεί το όριό της για [image: ].


    



    Λύση


    



    Η f: ορίζεται όταν: [image: ]


    



    [image: ]


    



    Πεδίο ορισμού της f: θα είναι το σύνολο: [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    2.5.2 Περιπτώσεις όπου στην υπόθεση του προβλήματος δίνονται ανισότητες.


    



    Στις περιπτώσεις αυτές, ξεκινώντας από την υπόθεση κατασκευάζεται συνθετικά η παράσταση που ενδιαφέρει. Γίνονται κατάλληλες συγκρίσεις με άλλες συναρτήσεις των οποίων τα όρια μπορούν να βρεθούν με τους τύπους και τις ιδιότητες που αναφέρθηκαν παραπάνω. Τελικά, δηλαδή, η μέθοδος εργασίας είναι η ίδια, με τη διαφορά ότι χρησιμοποιείται η ανισότητα της υπόθεσης.


    



    Παράδειγμα 2.89


    Δίνεται η συνάρτηση f:. Αν ισχύει: [image: ], να βρεθούν τα όρια: [image: ].


    



    Λύση


    



    Αν [image: ]


    



    [image: ]


    



    Από (1),(2) είναι: [image: ]


    



    Αν [image: ]


    



    [image: ]


    



    Από (3),(4) είναι: [image: ]


    



    Παράδειγμα 2.90


    Δίνεται η συνάρτηση f:. Αν ισχύει: [image: ], να βρεθεί το όριο: [image: ].


    



    Λύση


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Τέλος: [image: ]


    



    Παράδειγμα 2.91


    Δίνεται η συνάρτηση f:. Αν ισχύει: [image: ], να βρεθεί το όριο: [image: ].


    



    Λύση


    



    Αν [image: ] είναι:


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Επειδή [image: ] , παίρνω τα εκ δεξιών όρια στο 0.


    



    [image: ]


    



    Αν [image: ] είναι:


    



    [image: ]


    



    Επειδή [image: ] , παίρνω τα εξ αριστερών όρια στο 0.


    



    [image: ]


    



    Από (Α),(Β) είναι: [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Παράδειγμα 2.92


    Αν ισχύει: [image: ], να βρεθούν τα παρακάτω όρια:


    



    (i) [image: ] (ii) [image: ] (iii) [image: ]


    



    Λύση


    



    (i)


    



    [image: ]


    



    Τίθεται: [image: ]


    



    Οπότε: [image: ]


    



    [image: ]


    



    Άρα: [image: ]


    



    (ii)


    



    [image: ]


    



    Ακόμη είναι: [image: ]


    



    Επίσης: [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    (iii)


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Είναι: [image: ]


    



    Οπότε: [image: ]


    



    Από (Γ) και (Δ) είναι:


    



    [image: ]


    



    Ακόμη: [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Παράδειγμα 2.93


    Αν [image: ] , να αποδειχθεί ότι:


    



    (i) [image: ] (ii) [image: ]


    



    Λύση


    



    (i) για [image: ] είναι: [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Σύμφωνα με το κριτήριο της παρεμβολής είναι:


    



    (Α) και (2) και (3): [image: ]


    



    (ii) με [image: ]είναι:


    



    [image: ]


    



    Παράδειγμα 2.94


    Ανf(0) = 1 και [image: ] , να αποδειχθεί ότι: [image: ].


    



    Λύση


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    


    



    [image: ]


    


    



    Παράδειγμα 2.95


    Αν [image: ], να βρεθεί το όριο: [image: ].


    



    Λύση


    



    [image: ]


    



    Θα είναι:


    



    [image: ]


    


    



    [image: ]


    


    



    Επομένως:



    



    [image: ]


    



    Από (1) και (2), τελικά προκύπτει: [image: ].


    



    Παράδειγμα 2.96


    Αν [image: ], να βρεθεί το όριο: [image: ].


    



    Λύση


    



    Με [image: ]είναι:


    



    [image: ]


    



    Παράδειγμα 2.97


    Αν [image: ], να βρεθεί το όριο: [image: ].


    



    Λύση


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Είναι:


    



    [image: ]


    
[image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    


    



    Τελικά: [image: ]


    



    Οπότε:


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Παράδειγμα 2.98


    Αν[image: ], να βρεθεί το όριο: [image: ].


    



    Λύση


    



    Με [image: ]θα είναι:


    



    [image: ]


    



    




    [image: ]


    [image: ]


    


    


    



    [image: ]


    



    Άρα:


    



    [image: ]



    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Παράδειγμα 2.99


    Αν [image: ], να βρεθεί το όριο: [image: ].


    



    Λύση


    



    Για [image: ]είναι: [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Είναι: [image: ]


    



    Παράδειγμα 2.100


    Αν [image: ] , να βρεθούν τα όρια:


    



    i) [image: ]


    



    ii) [image: ]


    



    iii) [image: ]


    



    iv) [image: ]


    



    Λύση


    



    (i)


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    (ii)


    



    [image: ]


    



    για [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    (iii)


    



    [image: ]


    



    για [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    (iii)


    



    [image: ]


    



    για [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Παράδειγμα 2.101


    Αν [image: ], να βρεθούν τα όρια: [image: ].


    



    Λύση


    



    (i)


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Είναι: [image: ]


    



    Ακόμη: [image: ]


    



    [image: ]


    



    Είναι: [image: ]


    



    Από (1), (2) και επειδή [image: ]


    



    Είναι: [image: ]


    



    (ii)


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Παράδειγμα 2.102


    Αν [image: ], να βρεθούν τα όρια:


    



    (i) [image: ] (ii) [image: ] (iii) [image: ] (iv) [image: ]


    



    Λύση


    



    [image: ]


    



    για [image: ] είναι:


    



    [image: ]


    



    Επειδή [image: ] , παίρνω τα όρια εξ αριστερών:


    



    [image: ]


    



    Επειδή [image: ] , παίρνω τα όρια εκ δεξιών:


    



    [image: ]


    



    για [image: ] είναι:


    



    [image: ]


    



    Επειδή [image: ] , παίρνω τα όρια εκ δεξιών:


    



    [image: ]


    



    Επειδή [image: ] , παίρνω τα όρια εξ αριστερών:


    



    [image: ]


    



    Παράδειγμα 2.103


    Αν [image: ], να βρεθούν το όριο: [image: ].


    



    Λύση


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ] [image: ]


    



    Σημείωση: Ο κανόνας του De L’ Hospital αναπτύσσεται στο κεφάλαιο του διαφορικού λογισμού. Αναφέρεται εδώ, ως σημείωση σχετικά με τον τρόπο υπολογισμού του ορίου [image: ], το οποίο για το παράδειγμα αυτό λαμβάνεται ως γνωστός τύπος, χωρίς απόδειξη.


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ] [image: ]


    



    Άρα: [image: ]


    



    Είναι λοιπόν:


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    



    2.5.3 Όρια τμημάτων παράστασης με γνωστό όριο.


    



    Για την αντιμετώπιση τέτοιου είδους προβλημάτων υπάρχουν δύο τρόποι εργασίας:


    



    α) Αν είναι γνωστό το όριο του [image: ] για [image: ], και ζητείται το όριο του Α για [image: ], βρίσκεται το όριο του Β για [image: ] και γράφεται: [image: ], δηλαδή το Α εκφράζεται συναρτήσει γνωστών ορίων.


    



    β) (Τέχνασμα της βοηθητικής συνάρτησης)


    



    Όταν είναι γνωστό το όριο μιας σύνθετης συνάρτησης και ζητείται το όριο ενός τμήματος, ονομάζεται η σύνθετη παράσταση Ζ(x), η σχέση λύνεται ως προς το ζητούμενο τμήμα της παράστασης και έτσι εκφράζεται συναρτήσει της Z(x) και άλλων γνωστών συναρτήσεων.


    



    Σημείωση: Αν δίνεται το όριο ενός αθροίσματος ή γινομένου ή πηλίκου κ.λ.π. ή γενικότερα μιας σύνθετης παράστασης και ζητείται το όριο ενός τμήματος, δεν επιτρέπεται η άμεση διάσπαση βάσει των ιδιοτήτων, διότι δεν είναι γνωστό αν τα επιμέρους τμήματα έχουν όρια.


    



    Η μεθοδολογία αντιμετώπισης των προβλημάτων αυτών παρουσιάζεται στο γενικότερο πλαίσιο υπολογισμού ορίων κάτω από προδιαγεγραμμένες συνθήκες.


    



    2.5.4 Γενική μεθοδολογία υπολογισμού ορίων υπό συνθήκες.


    



    Στην παράγραφο αυτή παρουσιάζονται οδηγίες αντιμετώπισης προβλημάτων υπολογισμού ορίων κάτω από δεδομένες συνθήκες. Αυτά τα προβλήματα έχουν συνήθως την ακόλουθη μορφή:


    



     Δίδεται μία υπόθεση για τη συνάρτηση


    (σχέση ισότητας, ανισότητας ή όριο).


    



     Ζητείται κάποιο όριο.


    



    Η μέθοδος αντιμετώπισής τους αναφέρεται κατά περίπτωση παρακάτω.


    



    α) Αν η υπόθεση είναι σχέση ισότητας:


    Χρησιμοποιείται η υπόθεση είτε συνθετικά είτε προκειμένου να γίνει αντικατάσταση και να εκφραστεί το ζητούμενο όριο συναρτήσει γνωστών ορίων.


    Παράδειγμα 2.104


    Δίνεται συνάρτηση f:, τέτοια ώστε: [image: ][image: ]. Να αποδειχθεί ότι: [image: ] υπάρχει το όριο: [image: ].


    



    Λύση


    



    Τίθεται: [image: ] Έτσι έχω: [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Άρα υπάρχει το όριο [image: ].


    



    β) Αν η υπόθεση είναι σχέση ανισότητας, ακολουθείται η διαδικασία που ήδη περιγράφηκε στην παράγραφοii.


    



    Παράδειγμα 2.105


    Αν [image: ], να βρεθεί το όριο: [image: ].


    



    Λύση


    



    Τίθεται: [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    γ) Αν η υπόθεση είναι όριο, τότε το πρόβλημα είναι της μορφής [image: ].


    



    Στην περίπτωση αυτή, διακρίνονται δύο περιπτώσεις:


    



    γ1) Αν η υπόθεση και το συμπέρασμα είναι όρια στο ίδιο σημείο (α = β).


    



    Πρώτα ελέγχεται αν εφαρμόζεται η τεχνική της βοηθητικής συνάρτησης. Αν όχι, η g(x) μετασχηματίζεται με κατάλληλες προσθαφαιρέσεις, πολλαπλασιασμούς, διαιρέσεις, πολλαπλασιασμούς με συζυγείς παραστάσεις και κυρίως διασπάσεις, ώστε να εκφραστεί συναρτήσει του γνωστού ορίου.


    



    Παράδειγμα 2.106


    Αν [image: ], να βρεθεί το όριο: [image: ].


    



    Λύση


    



    Τίθεται: [image: ]. Τότε: [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Επειδή: [image: ], υπάρχει [image: ] ώστε:


    



    [image: ]


    



    Έτσι είναι: [image: ] οπότε: [image: ]


    



    Η f: ως πηλίκο συναρτήσεων με πεπερασμένα όρια, έχει όριο:


    



    [image: ]


    



    Παράδειγμα 2.107


    Αν [image: ], να βρεθεί το όριο: [image: ].


    



    Λύση


    



    Είναι: [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Παράδειγμα 2.108


    Αν [image: ], να βρεθεί το όριο: [image: ].


    



    Λύση


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Τίθεται: [image: ] Τότε: [image: ].


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Άρα: [image: ]


    



    [image: ]


    



    γ2) Αν η υπόθεση και το συμπέρασμα είναι όρια σε διαφορετικά σημεία. Τότε, η μορφή του προβλήματος γίνεται:


    
      
        

      

    


    
      [image: ]

    


    



    Στην περίπτωση αυτή, γίνεται κατάλληλη αλλαγή μεταβλητής στο ζητούμενο όριο, ώστε η νέα μεταβλητή t να τείνει στο γνωστό σημείο α. Στη συνέχεια, μετασχηματίζεται το ζητούμενο όριο, ώστε να εκφραστεί συναρτήσει του γνωστού ορίου.


    



    Συνήθως, χρησιμοποιούνται οι παρακάτω αλλαγές μεταβλητής:


    
      
        

      

    


    
      [image: ]

    


    



    Παράδειγμα 2.109


    Αν [image: ], να βρεθεί το όριο: [image: ].


    



    Λύση


    



    Είναι: [image: ]


    



    Τίθεται: [image: ] οπότε [image: ]


    



    Τότε: [image: ] άρα: [image: ]


    



    [image: ]


    



    Αλλά από την υπόθεση: [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Παράδειγμα 2.110


    Για τη συνάρτηση f: ισχύει: [image: ].


    



    i. Να αποδειχθεί ότι: [image: ].


    



    ii. Να αποδειχθεί ότι: η Cf: έχει κέντρο συμμετρίας.


    



    iii. Να αποδειχθεί ότι: .


    



    iv. Να αποδειχθεί ότι: αν [image: ] , τότε: [image: ].


    



    v. Αν [image: ].


    



    vi. Αν [image: ].


    



    Λύση


    



    i) Για [image: ], είναι: [image: ]


    



    [image: ]


    



    ii) Για [image: ], είναι: [image: ]


    



    [image: ], άρα η f: είναι περιττή, οπότε έχει κέντρο συμμετρίας το [image: ]


    



    iii) Καταρχήν αποδεικνύεται ότι: [image: ], επαγωγικά:


    



    για [image: ] ισχύει.


    



    Έστω ότι ισχύει: [image: ].


    



    Θα αποδειχθεί ότι η σχέση ισχύει και για [image: ], δηλαδή:


    



    [image: ]


    



    Έχω: [image: ]


    



    Απεδείχθη λοιπόν ότι ισχύει: [image: ].


    



    Θα αποδειχθεί ότι η σχέση ισχύει και για το – ν, οπότε για όλους τους ακέραιους.


    



    Θα αποδειχθεί δηλαδή ότι: [image: ]


    



    Από την απόδειξη της ιδιότητας ii, είναι : [image: ], οπότε το ζητούμενο απεδείχθη.


    



    iv) Τίθεται: [image: ]. Είναι: [image: ] άρα [image: ].


    



    Ακόμη: [image: ]


    



    Είναι: [image: ]


    



    [image: ]Άρα:


    



    [image: ] απεδείχθη.


    



    v)Τίθεται: [image: ]. Είναι: [image: ]


    



    Δηλαδή είναι: [image: ], ακόμη: [image: ]


    



    Είναι: [image: ]


    



    Από την υπόθεση είναι γνωστό ότι: [image: ]


    



    [image: ]


    



    Άρα τελικά: [image: ] απεδείχθη.


    



    vi)Τίθεται: [image: ] άρα [image: ].


    



    Ακόμη: [image: ]


    



    Είναι: [image: ]


    



    [image: ] απεδείχθη.


    



    Παράδειγμα 2.111


    Για τη συνάρτηση f: ισχύει: [image: ].


    



    i. Να αποδειχθεί ότι: [image: ].


    



    ii. Να αποδειχθεί ότι: [image: ].


    



    iii. Να αποδειχθεί ότι: αν [image: ] τότε: [image: ].


    



    iv. Αν [image: ], να βρεθεί: [image: ] .


    



    Λύση


    



    i) Για [image: ], είναι: [image: ]


    



    [image: ]


    



    ii) Για [image: ], είναι: [image: ]


    



    [image: ] απεδείχθη.


    



    iii) Τίθεται: [image: ]. Είναι: [image: ] άρα [image: ]. Ακόμη: [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ] απεδείχθη.


    



    iv)Τίθεται: [image: ]. Είναι: [image: ] άρα [image: ].


    



    Επίσης:[image: ]


    



    Είναι: [image: ]


    



    [image: ]Είναι: [image: ]


    



    Σημείωση: Τα προβλήματα της μορφής αυτής λέγονται συναρτησιακές εξισώσεις. Σ’ αυτές, είναι χρήσιμο:


    



     Τα x, y να αντιμετωπίζονται σαν να είναι τιμές του x: x1και x2.


    



     Να γίνεται απομνημόνευση της ιδιότητας που δίνεται.


    



     Να λαμβάνονται υπόψη οι επιμέρους ιδιότητες που ζητείται να αποδειχθούν, σε όλο το πρόβλημα.


    



    2.6 Ορισμός του ορίου κατά Cauchy


    



    Στην παράγραφο αυτή παρουσιάζεται ο επίσημος μαθηματικός ορισμός της έννοιας του ορίου, κατά Cauchy. Ο ορισμός κάθε ορίου αποτελείται από τρεις γραμμές.


    Στην πρώτη γραμμή περιγράφονται οι προϋποθέσεις ύπαρξής του.


    Στη δεύτερη γραμμή περιγράφεται η ανάγνωση της συμβολικής έκφρασης


    



    Στην τρίτη γραμμή μεταφράζεται η συμβολική έκφραση με ανισότητες, με βάση το παρακάτω λεξικό:


    (πρώτα γράφεται το δεύτερο μισό της τρίτης γραμμής και μετά συμπληρώνεται το πρώτο μισό)


    



    Λεξικό φράσεων που χρησιμοποιούνται στον ορισμό του ορίου


    
      
        

      

    


    
      [image: ]

    


    



    Τα ε, Μ θεωρούνται γνωστά, τα κ, δ αναζητούμενα (άγνωστα). Οι Μ, κ είναι μεγάλοι, ενώ οι ε, δ, μικροί θετικοί.


    



    Ορισμοί:


    



    •[image: ] Έστω f: μια συνάρτηση με πεδίο ορισμού της μορφής [image: ]


    Λέγεται ότι το όριο της f: όταν [image: ] είναι [image: ] όταν [image: ] υπάρχει [image: ] ώστε [image: ] όταν [image: ].


    



    •[image: ] Έστω f: μια συνάρτηση με πεδίο ορισμού της μορφής [image: ]


    Λέγεται ότι το όριο της f: όταν [image: ] είναι [image: ] όταν [image: ] υπάρχει [image: ] ώστε [image: ] όταν [image: ].


    



    •[image: ] Έστω f: μια συνάρτηση με πεδίο ορισμού της μορφής [image: ]


    Λέγεται ότι το όριο της f: όταν [image: ] είναι λ όταν [image: ] υπάρχει [image: ] ώστε [image: ] όταν [image: ].


    



    •[image: ] Έστω f: μια συνάρτηση με πεδίο ορισμού της μορφής [image: ]


    Λέγεται ότι το όριο της f: όταν [image: ] είναι [image: ] όταν [image: ] υπάρχει [image: ] ώστε [image: ] όταν [image: ].


    



    •[image: ] Έστω f: μια συνάρτηση με πεδίο ορισμού της μορφής [image: ]


    Λέγεται ότι το όριο της f: όταν [image: ] είναι [image: ] όταν [image: ] υπάρχει [image: ] ώστε [image: ] όταν [image: ].


    



    •[image: ] Έστω f: μια συνάρτηση με πεδίο ορισμού της μορφής [image: ]


    Λέγεται ότι το όριο της f: όταν [image: ] είναι λ όταν [image: ] υπάρχει [image: ] ώστε [image: ] όταν [image: ].


    



    •[image: ] Έστω f: μια συνάρτηση που ορίζεται σε μια περιοχή [image: ]


    Λέγεται ότι το όριο της f: όταν [image: ] είναι [image: ] όταν [image: ] υπάρχει [image: ] πολύ μικρό ώστε [image: ] όταν [image: ].


    



    •[image: ] Έστω f: μια συνάρτηση που ορίζεται σε μια περιοχή [image: ]


    Λέγεται ότι το όριο της f: όταν [image: ] είναι [image: ] όταν [image: ] υπάρχει [image: ] πολύ μικρό ώστε [image: ] όταν [image: ].


    



    •[image: ] Έστω f: μια συνάρτηση που ορίζεται σε μια περιοχή [image: ]


    Λέγεται ότι το όριο της f: όταν [image: ] είναι λ όταν [image: ] υπάρχει [image: ] πολύ μικρό ώστε [image: ] όταν [image: ].


    



    •[image: ] Έστω f: μια συνάρτηση που ορίζεται σε μια περιοχή [image: ]


    Λέγεται ότι το όριο της f: όταν [image: ] είναι [image: ] όταν [image: ] υπάρχει [image: ] πολύ μικρό ώστε [image: ] όταν [image: ].


    



    •[image: ] Έστω f: μια συνάρτηση που ορίζεται σε μια περιοχή [image: ]


    Λέγεται ότι το όριο της f: όταν [image: ] είναι [image: ] όταν [image: ] υπάρχει [image: ] πολύ μικρό ώστε [image: ] όταν [image: ].


    



    •[image: ] Έστω f: μια συνάρτηση που ορίζεται σε μια περιοχή [image: ]


    Λέγεται ότι το όριο της f: όταν [image: ] είναι λ όταν [image: ] υπάρχει [image: ] πολύ μικρό ώστε [image: ] όταν [image: ].


    



    •[image: ] Έστω f: μια συνάρτηση που ορίζεται σε μια περιοχή [image: ]


    Λέγεται ότι το όριο της f: όταν [image: ] είναι [image: ] όταν [image: ] υπάρχει [image: ] πολύ μικρό ώστε [image: ] όταν [image: ].


    



    •[image: ] Έστω f: μια συνάρτηση που ορίζεται σε μια περιοχή [image: ]


    Λέγεται ότι το όριο της f: όταν [image: ] είναι [image: ] όταν [image: ] υπάρχει [image: ] πολύ μικρό ώστε [image: ] όταν [image: ].


    



    •[image: ] Έστω f: μια συνάρτηση που ορίζεται σε μια περιοχή [image: ]


    Λέγεται ότι το όριο της f: όταν [image: ] είναι λ όταν [image: ] υπάρχει [image: ] πολύ μικρό ώστε [image: ] όταν [image: ].


    



    2.7 Υπολογισμός ορίων με βάση τους ορισμούς


    



    Σε κάποιες περιπτώσεις υπολογισμού ορίων, συνήθως απλών παραστάσεων, απαιτείται η απευθείας χρήση των ορισμών κατά Cauchy. Στην παρούσα ενότητα περιγράφεται μια μεθοδολογία υπολογισμού ορίων με βάση τους ορισμούς. Η μεθοδολογία αυτή παρουσιάζεται κατά περίπτωση παρακάτω.


    



    2.7.1 Όρια στο +∞


    



    Εργασία:


    



    Δηλώνεται ότι θα αποδειχθεί ο αντίστοιχος ορισμός για τη δεδομένη παράσταση και η συμβολική έκφραση του ορίου μεταφράζεται σε ανισότητες με βάση το λεξικό της προηγούμενης ενότητας.


    



    Ξεκινώντας από την ανισότητα που αφορά το f(x), γίνεται επίλυση ως προς x, αμέσως ή μετά από περιορισμό του x και αναζητείται μία λύση της μορφής:


    



    [image: ]


    



    Αν υπάρχουν και άλλες λύσεις, αυτές αγνοούνται.


    



    Τέλος, το όριο που προκύπτει είναι[image: ].


    



    Παράδειγμα 2.112


    Να αποδειχθεί ότι [image: ].


    



    Λύση


    



    Θα αποδειχθεί ότι [image: ] υπάρχει [image: ], ώστε: [image: ] , όταν [image: ].


    



    Είναι: [image: ]. Αρκεί λοιπόν [image: ]


    



    2.7.2 Όρια στο -∞


    



    Η εργασία που ακολουθεί είναι όμοια με την προηγούμενη, αναζητώντας λύσεις της μορφής:


    



    [image: ]


    



    Παράδειγμα 2.113


    Να αποδειχθεί ότι [image: ], με βάση τους ορισμούς.


    



    Λύση


    



    Πεδίο ορισμού της f: θα είναι προφανώς το [image: ]


    



    Θα αποδειχθεί ότι: [image: ] υπάρχει [image: ] , ώστε [image: ] όταν [image: ].


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Αρκεί: [image: ]


    



    Παράδειγμα 2.114


    Να αποδειχθεί ότι [image: ], με βάση τους ορισμούς.


    



    Λύση


    



    Η f: ορίζεται όταν [image: ]


    



    Πεδίο ορισμού λοιπόν της f: θα είναι το σύνολο [image: ]


    



    Θα αποδειχθεί ότι: [image: ] πολύ μικρό, υπάρχει [image: ] , ώστε [image: ] όταν [image: ].


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ] αρκεί [image: ] άρα [image: ]


    



    2.7.3 Όρια στο x0


    



    Στις περιπτώσεις αυτές ακολουθείται η εξής διαδικασία: Καταγράφεται η ανισότητα του ορισμού του ορίου που αφορά το f(x). Γίνεται τακτοποίηση και παραγοντοποίηση, έτσι ώστε να απομονωθεί ο παράγοντας | x-x0|. Αυτό επιτυγχάνεται άμεσα ή έμμεσα, εκτός αν η συνάρτηση είναι εκθετική ή λογαριθμική. Με τον τρόπο αυτό καταλήγει κανείς σε ανισότητα της μορφής [image: ].


    



     Στην πρώτη περίπτωση:


    Λαμβάνεται[image: ] και λύνουμε αμέσως την άσκηση.


    



     Στη δεύτερη περίπτωση:


    Εφαρμόζεται η μέθοδος των ενισχύσεων ως εξής:


    Ξεκινώντας από την υπόθεση[image: ], επιλέγεται μια αυθαίρετη ακτίνα δ1 (συνήθως [image: ]) και είναι: [image: ]. Συνθετικά κατασκευάζεται στη θέση του x, το δεύτερο μέλος της ανισότητας (2), και έτσι η παράσταση παίρνει τη μορφή: [image: ]. Παρατηρείται ότι για να ισχύει η (2) αρκεί: [image: ]. Άρα [image: ]. Τελικά είναι:[image: ].


    



    Παράδειγμα 2.115


    Να αποδειχθεί ότι [image: ], με βάση τους ορισμούς.


    



    Να γίνει εφαρμογή για [image: ].


    



    Λύση


    



    Προφανώς, πεδίο ορισμού της f: θα είναι το [image: ]


    



    Θα αποδειχθεί ότι:[image: ] πολύ μικρό, υπάρχει [image: ] , ώστε: [image: ] όταν [image: ].


    



    [image: ],


    



    αρκεί [image: ].


    



    Για [image: ] είναι: [image: ]


    



    Παράδειγμα 2.116


    Να αποδειχθεί ότι [image: ], με βάση τους ορισμούς.


    



    Λύση


    



    Η f: ορίζεται όταν [image: ]


    



    Προφανώς πεδίο ορισμού της f: θα είναι προφανώς το [image: ]


    



    Θα αποδείξω ότι:[image: ], υπάρχει [image: ] ώστε: [image: ] όταν [image: ].


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Αλλά [image: ]. Αν πάρω [image: ] είναι: [image: ]


    



    [image: ]


    



    Παρατηρώ ότι για να ισχύει η (1), αρκεί, λόγω της (2), να είναι: [image: ]. Άρα [image: ]


    



    Τέλος αρκεί να ληφθεί [image: ]


    



    Στην περίπτωση που η ανισότητα που προκύπτει για το x δεν αντιμετωπίζεται με τους παραπάνω δύο τρόπους, μπορούμε να ακολουθήσουμε την εξής διαδικασία: Γίνεται επίλυση της αντίστοιχης ανίσωσης ως προς x, καταλήγοντας σε λύση της μορφής: [image: ]. Στη συνέχεια, αφαιρείται το [image: ] από τα τρία μέλη και λαμβάνεται σαν δ το [image: ].


    
      
        

      

    


    
      [image: ]

    


    



    Παράδειγμα 2.117


    Να αποδειχθεί ότι [image: ], με βάση τους ορισμούς


    



    Λύση


    



    Θα αποδειχθεί ότι:[image: ], υπάρχει [image: ] ώστε: [image: ] όταν [image: ].


    



    Είναι: [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Αρκεί λοιπόν να ληφθεί:


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    



    2.8 Φύλλο αυτοαξιολόγησης


    



    1. H συνάρτηση [image: ]έχει όριο το:


    α) 2 στο -∞


    β) 2 στο +∞


    γ) 4 στο -∞


    δ) 4 στο +∞


    



    2. Για να ισχύει [image: ] , θα πρέπει:


    α) λ = -2 και μ = - 1


    β) λ = -2 και μ = 1


    γ) λ = 2 και μ = - 1


    δ) λ = 2 και μ = 1


    



    3. To όριο της συνάρτησης με [image: ] για x→+∞ είναι:


    α) 9/2


    β) 15/4


    γ) -9/2


    δ) -15/4


    



    4. Αν το όριο της συνάρτησης [image: ] x→+∞ είναι 1, αρκεί:


    α) λ = μ


    β) λ = μ = κ


    γ) λ = μ = 0 και κ = 1


    δ) λ = 0 και κ = - μ


    



    5. Το όριο της συνάρτησης [image: ] για x→+∞ είναι:


    α) 0


    β) 3


    γ) 1


    δ) 1/3


    



    6. Τα όρια της συνάρτησης [image: ] για x→+∞ και για x→0 είναι ίσα με:


    α) [image: ]


    β) [image: ]


    γ) [image: ] αντίστοιχα


    δ) [image: ] και +∞ αντίστοιχα


    



    7. Το όριο της συνάρτησης f: με [image: ] για [image: ] είναι:


    α) 12


    β) -12


    γ) +∞


    δ) -∞


    



    8. Το όριο της συνάρτησης [image: ] για [image: ] είναι:


    α) -5/12


    β) -5/2


    γ) 5/12


    δ) 5/2


    



    9. Το όριο της συνάρτησης [image: ] για [image: ] είναι:


    α) 1


    β) 3/4


    γ) 3/2


    δ) 2/3


    



    10. Αν για μια συνάρτηση f(x) ισχύει: , [image: ] τότε:


    α) [image: ] και [image: ]


    β) [image: ] και [image: ]


    γ) [image: ]


    δ) [image: ]

  


  
    Κεφάλαιο 3: Ασύμπτωτες Ευθείες


    



    Σύνοψη


    



    Η έννοια της ασύμπτωτης ευθείας έχει ήδη χρησιμοποιηθεί στη μελέτη της μονοτονίας συναρτήσεων του προηγούμενου κεφαλαίου. Στο κεφάλαιο αυτό παρουσιάζεται μια περισσότερο συστηματική μελέτη της έννοιας των ασύμπτωτων ευθειών, με ιδιαίτερη έμφαση στον τρόπο υπολογισμού τους, σε μια σειρά μαθηματικών προβλημάτων. Η απόκτηση ικανότητας υπολογισμού ασύμπτωτων είναι πολύ σημαντική για τον υπολογισμό και σχεδίαση της συμπεριφοράς (γραφικής παράστασης) των συναρτήσεων.


    



    Στόχος


    



    Απόκτηση ικανότητας υπολογισμού ασύμπτωτων ευθειών συνάρτησης στη γενική περίπτωση.


    



    Προαπαιτούμενη γνώση


    



    Το κεφάλαιο αυτό προϋποθέτει τη βασική κατανόηση της θεωρίας εξισώσεων και της θεωρίας πολυωνύμων. Επίσης απαιτείται ευχέρεια στην μελέτη και τη χρήση συναρτήσεων, όπως αυτές περιγράφονται στο 1ο κεφάλαιο αυτού του συγγράμματος, κατανόηση της έννοιας του ορίου και ικανότητα υπολογισμού ορίων στη γενική περίπτωση (2ο κεφάλαιο).

  


  
    3.1 Ορισμός της Ασύμπτωτης Ευθείας


    



    Για ορισμένες καμπύλες (γραφικές παραστάσεις συναρτήσεων και όχι μόνο), καθώς η ανεξάρτητη μεταβλητή x ή η εξαρτημένη μεταβλητή y, τείνει προς το άπειρο, η μορφή τους προσεγγίζει τη μορφή μιας ευθείας. Τέτοιες ευθείες ονομάζονται ευθείες ασύμπτωτες. Ανάλογα με το ποια μεταβλητή τείνει προς το άπειρο, και ανάλογα με το πρόσημο του απείρου, διακρίνονται διάφορες περιπτώσεις ευθειών ασύμπτωτων. Ο προσδιορισμός τους, βοηθάει στην ακριβή πρόβλεψη της συμπεριφοράς μιας συνάρτησης και, σε συνδυασμό με την μονοτονία και τα ακρότατα, επιτρέπει τη σωστή σχεδίαση της γραφικής της παράστασης. Ένας μαθηματικός ορισμός της ασύμπτωτης ευθείας δίνεται παρακάτω


    
      
        

      

    


    
      [image: ]

    


    


    



    



    Υπάρχουν τριών ειδών ευθείες ασύμπτωτοι:


    



    Μια γεωμετρική αναπαράσταση των τριών ειδών ασύμπτωτων ευθειών παρουσιάζεται στο Σχήμα 3.1. Στη συνέχεια του κεφαλαίου αυτού, μελετώνται κατά περίπτωση οι τρείς τύποι των ασύμπτωτων ευθειών: Οι κατακόρυφες (y → ±∞), οι οριζόντιες (x → ±∞) και οι πλάγιες (x → ±∞ και y → ±∞) ασύμπτωτες ευθείες.


    
      
        

      

    


    
      [image: ]

    


    



    Σχήμα 3.1: Γεωμετρική αναπαράσταση οριζόντιων, κατακόρυφων και πλάγιων ασύμπτωτων ευθειών.


    



    3.2 Κατακόρυφες Ασύμπτωτες


    



    Ορισμός


    



    Η ευθεία [image: ], θα λέγεται κατακόρυφη ασύμπτωτη της γραφικής παράστασης Cf της f: αν ένα τουλάχιστον από τα πλευρικά όρια της f: στο α είναι το [image: ].


    



    Παράδειγμα 3.1


    Η [image: ], έχει κατακόρυφη ασύμπτωτη την [image: ]. Η γραφική παράσταση που περιγράφει αυτήν την περίπτωση σχεδιάζεται στο Σχήμα 3.2.


    
      
        

      

    


    
      [image: ]

    


    



    Σχήμα 3.2: Κατακόρυφη ασύμπτωτη x = a, για συνάρτηση με όριο το +∞, όταν x → a.


    



    Παράδειγμα 3.2


    Η[image: ], έχει κατακόρυφη ασύμπτωτη την [image: ]. Η γραφική παράσταση που περιγράφει αυτήν την περίπτωση σχεδιάζεται στο Σχήμα 3.3.


    
      
        

      

    


    
      [image: ]

    


    



    Σχήμα 3.3: Κατακόρυφη ασύμπτωτη x = a, για συνάρτηση με όριο το -∞, όταν x → a.


    



    Παράδειγμα 3.3


    Η[image: ], έχει κατακόρυφη ασύμπτωτη την [image: ]. Η γραφική παράσταση που περιγράφει αυτήν την περίπτωση σχεδιάζεται στο Σχήμα 3.4.


    
      
        

      

    


    
      [image: ]

    


    



    Σχήμα 3.4: Κατακόρυφη ασύμπτωτη x = a, για συνάρτηση με όριο το -∞, όταν x → a- και το +∞, όταν x → a+ .


    



    Παράδειγμα 3.4


    Η[image: ], έχει κατακόρυφη ασύμπτωτη την [image: ]. Η γραφική παράσταση που περιγράφει αυτήν την περίπτωση σχεδιάζεται στο Σχήμα 3.5


    
      
        

      

    


    
      [image: ]

    


    



    Σχήμα 3.5: Κατακόρυφη ασύμπτωτη x = a, για συνάρτηση με όριο το +∞, όταν x → a- και το λ όταν x → a+ .


    



    Οδηγία για την εύρεση κατακόρυφων ασύμπτωτων


    



    Για να βρεθούν οι κατακόρυφες ασύμπτωτες μιας συνάρτησης, αναζητούνται τα όρια:


    



    1. Στα ανοιχτά πεπερασμένα άκρα του πεδίου ορισμού.


    



    2. Στα σημεία διαμέρισης.


    



    Στη συνέχεια, ερμηνεύεται γεωμετρικά το αποτέλεσμα του ορίου.


    



    Παράδειγμα 3.5


    Να βρεθούν οι κατακόρυφες ασύμπτωτες της συνάρτησης f: με [image: ].


    



    Λύση


    



    Η f: ορίζεται όταν: [image: ]


    



    Πεδίο ορισμού της f: θα είναι το σύνολο [image: ].


    



    Πιθανή κατακόρυφη ασύμπτωτη η ευθεία [image: ]. Αναζητείται το όριο της f: στο 1. Η συνάρτηση αυτή δεν έχει σημεία διαμέρισης.


    



    [image: ] άρα: αν τεθεί[image: ]


    



    Επομένως: [image: ]


    



    Οπότε, η [image: ] είναι κατακόρυφη ασύμπτωτη της f.


    



    Παράδειγμα 3.6


    Να βρεθούν οι κατακόρυφες ασύμπτωτες της συνάρτησης f: με [image: ].


    



    Λύση


    



    Η f: ορίζεται όταν: [image: ]


    



    Άρα πεδίο ορισμού της f: θα είναι το σύνολο [image: ].


    



    Πιθανές κατακόρυφες ασύμπτωτες οι ευθείες x = 1 και x = -1. Αναζητούνται τα όρια της συνάρτησης στα ανοιχτά πεπερασμένα άκρα του πεδίου ορισμού. Η συνάρτηση αυτή δεν έχει σημεία διαμέρισης.


    



    Συμπεριφορά στο 1:


    



    Είναι: [image: ]


    



    Βρίσκονται τα πλευρικά όρια στο 1:


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Άρα, η [image: ]είναι κατακόρυφη ασύμπτωτη της f:.


    



    Συμπεριφορά στο -1:


    



    Είναι: [image: ]


    



    Βρίσκονται τα πλευρικά όρια στο -1:


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Άρα, η x = -1είναι κατακόρυφη ασύμπτωτη της f.


    
      
        

      

    


    
      [image: ]

    


    



    Σχήμα 3.6: Κατακόρυφες ασύμπτωτες της συνάρτησης του παραδείγματος 3.6.


    Γενικές παρατηρήσεις


    



    α. Οι κατακόρυφες ασύμπτωτες μπορεί να είναι άπειρες.


    



    β. Αν είναι[image: ], τότε είναι βέβαιο ότι υπάρχει κατακόρυφη ασύμπτωτη.


    



    γ. Αν υπάρχει απροσδιοριστία 0/0, πιθανόν να υπάρχει κατακόρυφη ασύμπτωτη, αλλά μπορεί και να σημαίνει απλά απουσία μιας πεπερασμένης τιμής (οπή) στο πεδίο ορισμού της συνάρτησης. Στην περίπτωση της οπής, η συνάρτηση ορίζεται από την Μιά πλευρά ή εκατέρωθεν ενός σημείου αλλά όχι στο σημείο αυτό. Τουλάχιστον ένα από τα πλευρικά όρια της συνάρτησης σε Μιά οπή είναι πεπερασμένο.


    



    δ. Στις ρητές συναρτήσεις, πιθανές κατακόρυφες ασύμπτωτες είναι οι ρίζες του παρονομαστή. Μάλιστα, αν ο βαθμός πολλαπλότητας κάποιας ρίζας του παρονομαστή είναι μεγαλύτερος από τον βαθμό πολλαπλότητας της ίδιας ρίζας του αριθμητή, είναι σίγουρα η ρίζα αυτή κατακόρυφη ασύμπτωτη.


    



    Γνωστές συναρτήσεις με κατακόρυφες ασύμπτωτες


    



    Κάποιες συνηθισμένες συναρτήσεις με κατακόρυφες ασύμπτωτες συνοψίζονται παρακάτω:


    



    α)[image: ], με κατακόρυφη ασύμπτωτη τη [image: ]


    



    β)f:f(x) = lnx, με κατακόρυφη ασύμπτωτη τη [image: ]


    



    γ)f: f(x) = tanx, με κατακόρυφες ασύμπτωτες τις x = kπ + π/2, k ∈ N


    



    δ)f: f(x) = cot, με κατακόρυφες ασύμπτωτες τις x = kπ, k ∈ N


    



    Οι γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων αυτών, με τις ασύμπτωτές τους περιγράφονται στο Σχήμα 3.7.


    
      
        

      

    


    
      [image: ]

    


    



    Σχήμα 3.7: Κατακόρυφες ασύμπτωτες των συναρτήσεων f(x)=a/x, a>0, f(x)=lnx, f(x)=tan(x) και f(x)=cot(x).


    



    Παράδειγμα 3.7


    Να βρεθούν οι κατακόρυφες ασύμπτωτες της συνάρτησης [image: ].


    



    Λύση


    



    Η f: ορίζεται όταν [image: ]


    



    Πεδίο ορισμού της f: θα είναι το σύνολο [image: ]


    



    Πιθανή κατακόρυφη ασύμπτωτη η [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Άρα, η [image: ] είναι κατακόρυφη ασύμπτωτη της f:. H γραφική παράσταση της συνάρτησης αυτής, με την κατακόρυφη ασύμπτωτή της, παρουσιάζεται στο Σχήμα 3.8 αριστερά.


    
      
        

      

    


    
      [image: ]

    


    



    Σχήμα 3.8: Κατακόρυφη ασύμπτωτη της συνάρτησης του παραδείγματος 3.7 (αριστερά) και του παραδείγματος 3.8 (δεξιά).


    



    Παράδειγμα 3.8


    Να βρεθούν οι κατακόρυφες ασύμπτωτες της συνάρτησης [image: ].


    



    Λύση


    



    Η f: ορίζεται όταν [image: ]


    



    Πεδίο ορισμού της f: θα είναι το σύνολο [image: ]


    



    Πιθανές κατακόρυφες ασύμπτωτες οι [image: ].


    



    Έλεγχος της συμπεριφοράς στο 1:


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Η f: δεν έχει κατακόρυφη ασύμπτωτη στο 1, αλλά τρύπα το σημείο [image: ].


    



    Έλεγχος της συμπεριφοράς στο 2.


    



    [image: ]


    



    Επομένως, η f: έχει κατακόρυφη ασύμπτωτη την [image: ]. Η γραφική παράσταση της συνάρτησης αυτής, με την κατακόρυφη ασύμπτωτή της, παρουσιάζεται στο Σχήμα 3.8 δεξιά.


    



    Παράδειγμα 3.9


    Να βρεθούν οι κατακόρυφες ασύμπτωτες της συνάρτησης [image: ].


    



    Λύση


    



    Η f: ορίζεται όταν [image: ]


    



    Πεδίο ορισμού της f: θα είναι το σύνολο [image: ]


    



    Πιθανές κατακόρυφες ασύμπτωτες οι [image: ].


    



    Έλεγχος της συμπεριφοράς στο 0:


    



    [image: ]


    



    Η f: δεν έχει ασύμπτωτη στο 0, αλλά οριακό σημείο το [image: ].


    



    Έλεγχος της συμπεριφοράς στο e:


    



    Βρίσκονται τα πλευρικά όρια στο e.


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Άρα, η f: έχει κατακόρυφη ασύμπτωτη την [image: ]. Η γραφική παράσταση της συνάρτησης αυτής, με την κατακόρυφη ασύμπτωτή της, παρουσιάζεται στο Σχήμα 3.9.


    
      
        

      

    


    
      [image: ]

    


    



    Σχήμα 3.9: Κατακόρυφη ασύμπτωτη της συνάρτησης του παραδείγματος 3.9.


    



    3.3 Οριζόντιες Ασύμπτωτες


    



    Ορισμός


    



    Η ευθεία y = λ , θα λέγεται οριζόντια ασύμπτωτη της γραφικής παράστασης Cf μιας συνάρτησηςf: αν ισχύει:


    



    [image: ] ή και τα δύο.


    



    Οδηγία για την εύρεση οριζοντίων ασύμπτωτων


    



    Για να βρεθούν οι οριζόντιες ασύμπτωτες μιας συνάρτησης:


    



    α) Βρίσκεται το πεδίο ορισμού και εξετάζεται αν έχει έννοια η αναζήτηση οριζόντιων ασύμπτωτων.


    



    β) Βρίσκονται τα όρια στο [image: ] και στο [image: ] ξεχωριστά. Αν είναι πεπερασμένα, έχουμε οριζόντιες ασύμπτωτες, αλλιώς δεν έχουμε.


    



    Γενικές παρατηρήσεις


    



    α) Οι ρητές συναρτήσεις έχουν οριζόντια ασύμπτωτη την ίδια στο [image: ] και στο [image: ], μόνο αν ο βαθμός του αριθμητή nn είναι μικρότερος ή ίσος του βαθμού του παρονομαστή nd, και μάλιστα:


    



    αν nn<nd : η συνάρτηση έχει οριζόντια ασύμπτωτη[image: ]


    αν nn =nd: η συνάρτηση έχει οριζόντια ασύμπτωτη την[image: ], όπου α0 και β0 οι συντελεστές των μεγαλύτερων δυνάμεων αριθμητή και παρονομαστή.


    



    Αν ο βαθμός του αριθμητή είναι μεγαλύτερος από το βαθμό του παρονομαστή, η ρητή συνάρτηση δεν έχει οριζόντια ασύμπτωτη.


    



    β) [image: ] Η f: έχει οριζόντια ασύμπτωτη την [image: ]


    



    γ) Είναι πιθανό να έχουμε οριζόντιες ασύμπτωτες στις απροσδιοριστίες [image: ],


    



    δ) Δεν έχουμε σίγουρα οριζόντιες ασύμπτωτες στις απροσδιοριστίες [image: ] και στις άλλες εκτελέσιμες πράξεις των ορίων.


    



    Παράδειγμα 3.10


    Δίνεται η συνάρτηση f: A→B με τύπο . Να προσδιοριστούν οι οριζόντιες ασύμπτωτές της.


    



    Λύση


    



    Η f: ορίζεται όταν [image: ].


    



    Πεδίο ορισμού της f: θα είναι το σύνολο [image: ].


    



    Είναι: [image: ]


    



    Επομένως, η [image: ] είναι οριζόντια ασύμπτωτη στο [image: ]. Η γραφική παράσταση και η οριζόντια ασύμπτωτη της συνάρτησης παρουσιάζονται στο Σχήμα 3.10, αριστερά.


    
      
        

      

    


    
      [image: ]

    


    



    Σχήμα 3.10: Οριζόντια ασύμπτωτη της συνάρτησης του παραδείγματος 3.10 (αριστερά) και του 3.11 (δεξιά).


    



    Παράδειγμα 3.11


    Δίνεται η συνάρτηση f: A→B με τύπο [image: ]. Να προσδιοριστούν οι οριζόντιες ασύμπτωτές της.


    



    Λύση


    



    Η f: ορίζεται όταν [image: ].


    



    Πεδίο ορισμού της f: θα είναι το σύνολο [image: ].


    



    Είναι: [image: ]


    



    Άρα, η f: έχει οριζόντια ασύμπτωτη την [image: ]


    



    Κατόπιν, υπολογίζεται η σχετική θέση μεταξύ γραφικής παράστασης και ασύμπτωτης:


    



    Εξετάζεται πότε [image: ]


    



    Όταν [image: ], μπορεί να υποτεθεί ότι [image: ]


    



    Οπότε: [image: ], αδύνατο.


    



    Άρα, η γραφική παράσταση βρίσκεται κάτω απ’ την οριζόντια ασύμπτωτη για [image: ].


    



    Όταν [image: ], μπορεί να υποτεθεί ότι [image: ]


    



    Οπότε: [image: ], ισχύει!


    



    Άρα, η γραφική παράσταση βρίσκεται πάνω από την οριζόντια ασύμπτωτη για [image: ]. Η γραφική παράσταση και η οριζόντια ασύμπτωτη της συνάρτησης παρουσιάζονται στο Σχήμα 3.10, αριστερά.


    


    



    Σημείωση: Η σχετική θέση της γραφικής παράστασης ως προς την οριζόντια ασύμπτωτη βρίσκεται:


    


    



    α) Λύνοντας την ανίσωση f(x) >λ


    



    β) Βρίσκοντας το πρόσημο της διαφοράς [image: ] για πολύ μεγάλες ή πολύ μικρές τιμές του x.


    



    Παράδειγμα 3.12


    Δίνεται η συνάρτηση f: A→B με τύπο [image: ]. Να προσδιοριστούν οι οριζόντιες ασύμπτωτες.


    



    Λύση


    



    Η f: ορίζεται όταν [image: ].


    



    Πεδίο ορισμού της f: θα είναι το σύνολο [image: ].


    



    Η συνάρτηση δεν έχει οριζόντια ασύμπτωτη στο [image: ].


    



    Στο [image: ]:


    



    Είναι: [image: ]


    



    Επειδή [image: ] , μπορεί να υποτεθεί ότι [image: ] οπότε [image: ].


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Άρα, η f: έχει οριζόντια ασύμπτωτη στο [image: ], την [image: ].


    



    Σχετική θέση ασύμπτωτης και γραφικής παράστασης:


    



    Εξετάζεται πότε [image: ]


    



    Επειδή [image: ], μπορεί να υποτεθεί ότι [image: ].


    



    [image: ] αδύνατο.


    



    Άρα, η γραφική παράσταση της f: βρίσκεται κάτω από την οριζόντια ασύμπτωτη στο [image: ]. Η γραφική παράσταση και η οριζόντια ασύμπτωτη της συνάρτησης παρουσιάζονται στο Σχήμα 3.11.


    
      
        

      

    


    
      [image: ]

    


    



    Σχήμα 3.11:Οριζόντια ασύμπτωτη της συνάρτησης του παραδείγματος 3.12.


    



    3.4 Πλάγιες Ασύμπτωτες


    



    Ορισμός


    



    Μία ευθεία [image: ], λέγεται πλάγια ασύμπτωτη της γραφικής παράστασης Cf μιας συνάρτησης f: αν ισχύει:


    



    [image: ]


    



    Εύρεση πλάγιων ασύμπτωτων με βάση τον ορισμό.


    


    



    Αν η συνάρτηση γράφεται εύκολα στη μορφή [image: ], όπου [image: ], τότε πλάγια ασύμπτωτη είναι η [image: ] διότι [image: ] και [image: ].


    



    Μπορεί κανείς να φτάσει εύκολα σε αυτή τη μορφή με διάσπαση, όταν ο παρονομαστής είναι ένα μονώνυμο ή με διαίρεση πολυωνύμων.


    



    Παράδειγμα 3.13


    Να βρεθεί αν η συνάρτηση[image: ] έχει πλάγιες ασύμπτωτες.


    



    Λύση


    



    Η f: ορίζεται όταν [image: ].


    



    Πεδίο ορισμού της f: θα είναι το σύνολο [image: ].


    



    Έχει έννοια η αναζήτηση πλάγιας ασύμπτωτης.


    



    Είναι: [image: ]


    



    Οπότε: [image: ]


    



    Άρα, η f: έχει πλάγια ασύμπτωτη την [image: ]. Η γραφική παράσταση και η πλάγια ασύμπτωτη της συνάρτησης παρουσιάζονται στο Σχήμα 3.12 αριστερά.


    
      
        

      

    


    
      [image: ]

    


    



    Σχήμα 3.12:Πλάγια ασύμπτωτη της συνάρτησης του παραδείγματος 3.13 (αριστερά) και 3.14 (δεξιά).


    



    Παράδειγμα 3.14


    Να βρεθούν οι πλάγιες ασύμπτωτες της συνάρτησης [image: ].


    



    Λύση


    



    Προφανώς, πεδίο ορισμού της f: θα είναι το σύνολο [image: ].


    



    Είναι: [image: ]


    



    Οπότε: [image: ]


    



    Άρα, η f: έχει πλάγια ασύμπτωτη την [image: ]. Η γραφική παράσταση και η πλάγια ασύμπτωτη της συνάρτησης παρουσιάζονται στο Σχήμα 3.13 δεξιά.


    



    Παράδειγμα 3.15


    Να βρεθούν οι πλάγιες ασύμπτωτες της συνάρτησης [image: ].


    



    Λύση


    



    Προφανώς, πεδίο ορισμού της f: θα είναι το σύνολο [image: ].


    



    Είναι: [image: ]


    



    Οπότε: [image: ]


    



    Άρα, η f: έχει πλάγια ασύμπτωτη στο [image: ] και στο [image: ], την [image: ]. Η γραφική παράσταση και η πλάγια ασύμπτωτη της συνάρτησης παρουσιάζονται στο Σχήμα 3.13 αριστερά.


    
      
        

      

    


    
      [image: ]

    


    



    Σχήμα 3.13:Πλάγια ασύμπτωτη της συνάρτησης του παραδείγματος 3.15 (αριστερά) και 3.16 (δεξιά).


    



    Παράδειγμα 3.16


    Να βρεθούν οι πλάγιες ασύμπτωτες της συνάρτησης [image: ].


    



    Λύση


    



    Εκτελώ τη διαίρεση:


    
      [image: ]

    


    



    Άρα: [image: ]


    



    Οπότε: [image: ]


    



    Άρα, η f: έχει πλάγια ασύμπτωτη την [image: ]. Η γραφική παράσταση και η πλάγια ασύμπτωτη της συνάρτησης παρουσιάζονται στο Σχήμα 3.13 δεξιά.


    



    Εύρεση πλάγιων ασύμπτωτων παραμετρικά από τη μορφή [image: ]


    



    Κατά τη μέθοδο αυτή, γίνεται η υπόθεση ότι υπάρχει πλάγια ασύμπτωτη της μορφής [image: ] και κατόπιν, υπολογίζονται οι συντελεστές α και β με τη βοήθεια των τύπων:


    
      
        

      

    


    
      [image: ]

    


    



    Η απόδειξη των τύπων αυτών προκύπτει άμεσα από τον ορισμό της πλάγιας ασύμπτωτης


    



    Παράδειγμα 3.17


    Να βρεθούν οι πλάγιες ασύμπτωτες της συνάρτησης [image: ].


    



    Λύση


    



    Η f: ορίζεται όταν [image: ].


    



    Πεδίο ορισμού της f: θα είναι το σύνολο [image: ].


    



    Στο [image: ]:


    



    Έστω [image: ] η πλάγια ασύμπτωτη της f:


    



    [image: ]


    



    Αλλά επειδή [image: ], μπορεί να υποτεθεί ότι [image: ], οπότε [image: ].


    



    Έτσι: [image: ].


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Αλλά επειδή [image: ], μπορεί να υποτεθεί ότι [image: ], οπότε [image: ].


    



    Έτσι: [image: ]


    



    [image: ]


    



    Επομένως, η f: έχει πλάγια ασύμπτωτη στο [image: ] την [image: ].


    



    Εξετάζεται αν [image: ] όταν [image: ].


    



    Είναι: [image: ]


    



    Επειδή [image: ]μπορεί να υποτεθεί ότι [image: ].


    



    [image: ] αδύνατο.


    



    Άρα [image: ], οπότε η Cf: βρίσκεται κάτω από την [image: ] στο [image: ].


    



    Στο [image: ]:


    



    Αναζητείται οριζόντια ασύμπτωτη


    



    [image: ]


    



    Επειδή [image: ], μπορεί να υποτεθεί ότι [image: ], οπότε [image: ].


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Επομένως, η f: έχει οριζόντια ασύμπτωτη στο [image: ] την [image: ].


    



    Εξετάζεται αν [image: ] στο [image: ].


    



    [image: ]


    



    Επειδή [image: ], μπορεί να υποτεθεί ότι [image: ], οπότε [image: ].


    



    [image: ] αδύνατο.


    



    Άρα [image: ], οπότε η Cf: βρίσκεται κάτω απ’ την [image: ] στο [image: ]. Η γραφική παράσταση, η οριζόντια και η πλάγια ασύμπτωτη της συνάρτησης παρουσιάζονται στο Σχήμα 3.14.


    
      
        

      

    


    
      [image: ]

    


    



    Σχήμα 3.14:Πλάγια ασύμπτωτη της συνάρτησης του παραδείγματος 3.17.


    



    Παρατηρήσεις


    



    α) Μπορεί να προβλεφθεί η ύπαρξη πλάγιας ασύμπτωτης στις ρητές συναρτήσεις. Μια ρητή συνάρτηση, έχει πλάγια ασύμπτωτη την ίδια στο [image: ], μόνο αν ο βαθμός του αριθμητή υπερβαίνει τον βαθμό του παρονομαστή κατά μία μονάδα, και μάλιστα η πλάγια ασύμπτωτη θα είναι το πηλίκο της διαίρεσης. Αν ο βαθμός του αριθμητή είναι ακόμα μεγαλύτερος, δεν έχουμε ούτε οριζόντια ούτε πλάγια ασύμπτωτη.


    



    Σημείωση: Σε μια ρητή συνάρτηση λοιπόν μπορεί να προβλεφθεί αμέσως κάθε είδος ασύμπτωτης.


    



    β) Πιθανόν να έχουμε πλάγια ασύμπτωτη σε άρρητες συναρτήσεις, αν ο βαθμός τους είναι ένα.


    



    γ) Αν μια συνάρτηση έχει πλάγια ασύμπτωτη στο [image: ] ή στο [image: ], τότε δεν έχει οριζόντια ασύμπτωτη.


    



    δ) Αν μια συνάρτηση έχει οριζόντια ασύμπτωτη στο [image: ] ή στο [image: ], τότε δεν έχει πλάγια ασύμπτωτη


    και αντίστροφα.


    



    3.5 Γενικά Παραδείγματα


    



    Παράδειγμα 3.18


    Να βρεθούν οι ασύμπτωτες της συνάρτησης [image: ].


    



    Λύση


    



    Η f: ορίζεται όταν [image: ]


    



    Πεδίο ορισμού της f: θα είναι το σύνολο [image: ].


    



    Πιθανή κατακόρυφη ασύμπτωτη η [image: ].


    



    Αναζητούνται τα πλευρικά όρια στο – 1.


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Άρα, η f: έχει κατακόρυφη ασύμπτωτη την [image: ].


    



    Εύρεση πλάγιων ασύμπτωτων:


    



    Εκτελείται η διαίρεση:


    
      
        

      

    


    
      [image: ]

    


    Άρα [image: ]


    



    Ακόμη: [image: ]


    



    Άρα, η f: έχει οριζόντια ασύμπτωτη στο [image: ] και στο [image: ] την [image: ]


    



    Παράδειγμα 3.19


    Να βρεθούν οι ασύμπτωτες της συνάρτησης [image: ].


    



    Λύση


    



    Προφανώς, πεδίο ορισμού της f: θα είναι το σύνολο [image: ].


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Άρα, η f: έχει οριζόντια ασύμπτωτη στο [image: ] και στο [image: ] την [image: ].


    



    Παράδειγμα 3.20


    Να βρεθούν οι ασύμπτωτες της συνάρτησης [image: ].


    



    Λύση


    



    Η f: ορίζεται όταν [image: ]


    



    Πεδίο ορισμού της f: θα είναι το σύνολο [image: ].


    



    Πιθανή κατακόρυφη ασύμπτωτη η [image: ].


    



    [image: ]


    



    Άρα: [image: ]


    



    [image: ]


    



    Η f: δεν έχει κατακόρυφη ασύμπτωτη, αλλά τρύπα [image: ]


    



    Εύρεση πλάγιων ασύμπτωτων:


    



    [image: ]


    



    Άρα, η f: έχει οριζόντια ασύμπτωτη στο [image: ] και στο [image: ] την [image: ].


    



    Παράδειγμα 3.21


    Να βρεθούν οι ασύμπτωτες της συνάρτησης [image: ].


    



    Λύση


    



    Η f: ορίζεται όταν [image: ]


    



    Πεδίο ορισμού της f: θα είναι το σύνολο [image: ].


    



    Πιθανή κατακόρυφη ασύμπτωτη η [image: ].


    



    Αναζητώ τα πλευρικά όρια στο – 2.


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Άρα, η f: έχει κατακόρυφη ασύμπτωτη την [image: ].


    



    Εύρεση πλάγιων ασύμπτωτων:


    



    Εκτελείται η διαίρεση:


    
      
        

      

    


    
      [image: ]

    


    



    Άρα, [image: ]


    



    Οπότε: [image: ]


    



    Επομένως, η f: έχει πλάγια ασύμπτωτη στο [image: ]την [image: ]


    



    Παράδειγμα 3.22


    Να βρεθούν οι ασύμπτωτες της συνάρτησης [image: ].


    



    Λύση


    



    Προφανώς, πεδίο ορισμού της f: θα είναι το σύνολο [image: ].


    



    Πιθανή κατακόρυφη ασύμπτωτη η [image: ].


    



    [image: ] Άρα: [image: ]


    



    Άρα, η f: έχει κατακόρυφη ασύμπτωτη την [image: ].


    



    Εύρεση πλάγιων ασύμπτωτων.


    



    [image: ] Άρα: [image: ]


    



    Άρα, η f: έχει πλάγια ασύμπτωτη την [image: ].


    



    Παράδειγμα 3.23


    Να βρεθούν οι ασύμπτωτες της συνάρτησης [image: ].


    



    Λύση


    



    Προφανώς, πεδίο ορισμού της f: θα είναι το σύνολο [image: ].


    



    Πιθανή κατακόρυφη ασύμπτωτη η [image: ].


    



    Αναζητούνται τα πλευρικά όρια στο 0.


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Άρα, η f: έχει κατακόρυφη ασύμπτωτη την [image: ].


    



    Εύρεση πλάγιων ασύμπτωτων:


    



    [image: ]


    



    Άρα: [image: ]


    



    Άρα, η f: έχει πλάγια ασύμπτωτη στο [image: ]την [image: ].


    



    Παράδειγμα 3.24


    Να βρεθούν οι ασύμπτωτες της συνάρτησης [image: ].


    



    Λύση


    



    Η f: ορίζεται όταν [image: ]


    



    Πεδίο ορισμού της f: θα είναι το σύνολο [image: ].


    



    Πιθανές κατακόρυφες ασύμπτωτες οι [image: ].


    



    [image: ]


    



    Αναζητώ τα πλευρικά όρια στο 2.


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Άρα, η f: έχει κατακόρυφη ασύμπτωτη την [image: ].


    



    Αναζητώ τα πλευρικά όρια στο – 2.


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Άρα, η f: έχει κατακόρυφη ασύμπτωτη την [image: ].


    



    Εύρεση πλάγιων ασύμπτωτων:


    



    Εκτελώ τη διαίρεση:


    
      
        

      

    


    
      [image: ]

    


    


    



    Άρα, [image: ]


    



    Ακόμη: [image: ]


    



    Άρα, η f: έχει οριζόντια ασύμπτωτη την [image: ].


    



    Παράδειγμα 3.25


    Να βρεθούν οι ασύμπτωτες της συνάρτησης [image: ].


    



    Λύση


    



    Η f: ορίζεται όταν [image: ]


    



    Αρκεί: [image: ]


    



    Πεδίο ορισμού της f: θα είναι το σύνολο [image: ].


    



    Πιθανή κατακόρυφη ασύμπτωτη η [image: ].


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Άρα, η f: έχει κατακόρυφη ασύμπτωτη την [image: ].


    



    Εύρεση πλαγίων ασύμπτωτων:


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Επομένως, η f: έχει οριζόντια ασύμπτωτη την [image: ].


    



    Παράδειγμα 3.26


    Να βρεθούν οι ασύμπτωτες της συνάρτησης [image: ].


    



    Λύση


    



    Η f: ορίζεται όταν [image: ]


    



    Αρκεί: [image: ]


    



    Πεδίο ορισμού της f: θα είναι το σύνολο [image: ].


    



    Εύρεση πλαγίων ασύμπτωτων:


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Άρα, η f: έχει οριζόντια ασύμπτωτη την [image: ].


    



    Παράδειγμα 3.27


    Να βρεθούν οι ασύμπτωτες της συνάρτησης [image: ].


    



    Λύση


    



    Η f: ορίζεται όταν [image: ]


    



    Πεδίο ορισμού της f: θα είναι το σύνολο [image: ].


    



    Πιθανή κατακόρυφη ασύμπτωτη η [image: ].


    



    [image: ]


    



    Αναζητούνται τα πλευρικά όρια στο 1.


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Άρα, η f: έχει κατακόρυφη ασύμπτωτη την [image: ].


    



    Εύρεση πλαγίων ασύμπτωτων:


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Άρα, η f: έχει οριζόντια ασύμπτωτη την [image: ].


    



    Παράδειγμα 3.28


    Να βρεθούν οι ασύμπτωτες της συνάρτησης [image: ].


    



    Λύση


    



    Η f: ορίζεται όταν [image: ]


    



    Πεδίο ορισμού της f: θα είναι το σύνολο [image: ].


    



    Πιθανές κατακόρυφες ασύμπτωτοι οι [image: ].


    



    Αναζητούνται τα πλευρικά όρια στο – 1.


    



    [image: ]


    



    Βάζω: [image: ]


    



    [image: ]


    



    οπότε η f: έχει κατακόρυφη ασύμπτωτη την [image: ]


    



    Αναζητούνται τα πλευρικά όρια στο 1.


    



    [image: ]


    



    Θέτω: [image: ]


    



    [image: ]


    



    Επομένως, η f: έχει κατακόρυφη ασύμπτωτη την [image: ]


    



    Εύρεση πλαγίων ασύμπτωτων:


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Άρα, η f: έχει οριζόντια ασύμπτωτη την [image: ].


    



    Παράδειγμα 3.29


    Να βρεθούν οι ασύμπτωτες της συνάρτησης [image: ].


    



    Λύση


    



    Η f: ορίζεται όταν [image: ]


    



    Αρκεί: [image: ]


    



    Πεδίο ορισμού της f: θα είναι το σύνολο [image: ].


    



    Πιθανές κατακόρυφες ασύμπτωτοι οι [image: ].


    



    Για [image: ]


    



    [image: ]


    



    Βάζω: [image: ]


    



    [image: ]


    



    οπότε η f: έχει κατακόρυφη ασύμπτωτη την [image: ].


    



    Για [image: ]:


    



    Το x τείνει στο 1 με τιμές μικρότερες του 1.


    



    [image: ]


    



    Βάζω: [image: ]


    



    [image: ]


    



    οπότε η f: έχει κατακόρυφη ασύμπτωτη την [image: ].


    



    Η f: δεν έχει πλάγιες ασύμπτωτες, καθώς δεν έχει έννοια η αναζήτηση του ορίου της στο [image: ].


    



    Παράδειγμα 3.30


    Να βρεθούν οι ασύμπτωτες της συνάρτησης [image: ].


    



    Λύση


    



    Η f: ορίζεται όταν: [image: ]


    



    Επομένως, πεδίο ορισμού της f: είναι το σύνολο [image: ].


    



    Πιθανές κατακόρυφες ασύμπτωτοι οι [image: ].


    



    Για [image: ]:


    



    Το x τείνει στο 0 με θετικές τιμές.


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Άρα: [image: ]. Επομένως, η f: δεν έχει κατακόρυφη ασύμπτωτη στο 0, αλλά τρύπα.


    



    Για x =[image: ]:


    



    Αναζητούνται τα πλευρικά όρια:


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Άρα, η f: έχει κατακόρυφη ασύμπτωτη την [image: ]. Επίσης:


    



    [image: ]


    



    Άρα, η f: έχει οριζόντια ασύμπτωτη την [image: ].


    



    



    3.6 Φύλλο αυτοαξιολόγησης


    



    1. Η συνάρτηση [image: ] έχει:


    α) Μία οριζόντια ασύμπτωτη


    β) Μία κατακόρυφη ασύμπτωτη


    γ) Δύο οριζόντιες ασύμπτωτες


    δ) Δύο κατακόρυφες ασύμπτωτες


    



    2. Η συνάρτηση [image: ] έχει:


    α) Μία οριζόντια ασύμπτωτη


    β) Μία κατακόρυφη ασύμπτωτη


    γ) Δύο οριζόντιες ασύμπτωτες


    δ) Δύο κατακόρυφες ασύμπτωτες


    



    3. Η συνάρτηση [image: ] έχει:


    α) Μία ασύμπτωτη


    β) Δύο ασύμπτωτες


    γ) Τρείς ασύμπτωτες


    δ) Τέσσερις ασύμπτωτες


    



    4. Η συνάρτηση [image: ] έχει πλάγια ασύμπτωτη την:


    α) y = 2x + 5


    β) y = x + 5


    γ) y = 2x + 4


    δ) y = x + 1


    



    5. Η συνάρτηση [image: ] έχει:


    α) Κατακόρυφη ασύμπτωτη στο x = -2π


    β) Κατακόρυφη ασύμπτωτη στο x = 0


    γ) Οριζόντια ασύμπτωτη στο x = ±∞


    δ) Πλάγια ασύμπτωτη στο x = ±∞


    



    6. Η συνάρτηση [image: ] έχει πλάγια ασύμπτωτη αν:


    α) a1 = b­1


    β) a1 > b­1


    γ) a1 = b­1 + 1


    δ) a1 = 0 και b­1 ≠ 0


    



    7. Η συνάρτηση [image: ], για μεγάλες τιμές του x μπορεί να προσεγγιστεί από την ευθεία:


    α) y = x + 2


    β) y = x - 2


    γ) y = x + 1


    δ) y = x - 1


    



    8. Η συνάρτηση [image: ], για μεγάλες τιμές του x μπορεί να προσεγγιστεί από την ευθεία:


    


    α) y = 2x - 1


    β) y = 2x


    γ) y = 2x + 1


    δ) y = 2x + 2


    



    9. Η συνάρτηση [image: ], για μεγάλες τιμές του x μπορεί να προσεγγιστεί από την ευθεία:


    


    α) y = 2x - 1


    β) y = 2x


    γ) y = 2x + 1


    δ) y = 2x + 2


    



    10. Η συνάρτηση [image: ], για μεγάλες τιμές του x μπορεί να προσεγγιστεί από την ευθεία:


    


    α) y = 2x - 1


    β) y = 2x


    γ) y = 2x + 1


    δ) y = 2x + 2


    


  


  
    Κεφάλαιο 4: Συνέχεια Συναρτήσεων


    



    Σύνοψη


    



    Στο κεφάλαιο αυτό εισάγεται η έννοια της συνέχειας συναρτήσεων. Με τη βοήθεια των ορίων, δίνονται οι βασικοί ορισμοί και οι βασικές συνεχείς συναρτήσεις. Στη συνέχεια, παρουσιάζονται οι βασικές ιδιότητες συνεχών συναρτήσεων. Με βάση αυτούς τους ορισμούς, παρουσιάζεται μια αναλυτική μεθοδολογία για την αντιμετώπιση μαθηματικών προβλημάτων που σχετίζονται με την έννοια της συνέχειας των συναρτήσεων. Εκτός από τη μαθηματική και φυσική σημασία της έννοιας της συνέχειας, η μελέτη της έχει ιδιαίτερο ενδιαφέρον, καθώς ο μαθηματικός φορμαλισμός της έννοιας της μεταβολής αναπτύχθηκε αρχικά ακριβώς για τον ορισμό της συνέχειας. Αυτό το ιστορικό δεδομένο αντανακλά και την καθοριστική σημασία της συνέχειας στα φυσικά φαινόμενα. Τα φυσικά μεγέθη εμφανίζονται, τουλάχιστον μακροσκοπικά, ως συνεχείς συναρτήσεις, ενώ η ύπαρξη ή μη, της συνέχειας καθορίζει τη διαχωριστική γραμμή μεταξύ κλασσικής φυσικής και κβαντομηχανικής, ενώ επίσης επιτρέπει τη διάκριση μεταξύ αρμονικών μεταβολών και σημείων ιδιομορφίας.


    



    Στόχος


    



    Κατανόηση της έννοιας της συνέχειας των συναρτήσεων και μιας γενικής μεθοδολογίας αντιμετώπισης αντίστοιχων μαθηματικών προβλημάτων, μέσα από παραδείγματα ασκήσεων.


    



    Προαπαιτούμενη γνώση


    



    Ευχέρεια στη μελέτη και τη χρήση συναρτήσεων. Κατανόηση της έννοιας του ορίου και των ασύμπτωτων ευθειών, και ικανότητα υπολογισμού ορίων.

  


  
    4.1 Ορισμός της Συνέχειας


    



    Η έννοια της συνέχειας συνάρτησης αφορά στην ομαλότητα με την οποία αυτή διατρέχει τις τιμές του συνόλου τιμών της, καθώς η ανεξάρτητη μεταβλητή διατρέχει το σύνολο ή ένα διάστημα, του πεδίου ορισμού της. Ένας μαθηματικός ορισμός της συνέχειας συνάρτησης δίνεται παρακάτω:


    
      
        

      

    


    
      [image: ]

    


    



    Παρατήρηση


    



    Η συνέχεια μιας συνάρτησης αναφέρεται σε σημεία του πεδίου ορισμού της συνάρτησης. Μια συνάρτηση καλείται συνεχής σε ανοιχτό διάστημα του πεδίου ορισμού της, αν είναι συνεχής σε κάθε σημείο αυτού.


    



    Πλευρική συνέχεια


    



    Μια συνάρτηση f: ορισμένη στο διάστημα [image: ] θα λέμε ότι είναι συνεχής από αριστερά σε ένα σημείο [image: ] του [image: ] , αν [image: ]και υπάρχει το όριο.


    



    Μια συνάρτηση f: ορισμένη στο διάστημα [image: ] θα λέμε ότι είναι συνεχής από δεξιά σε ένα σημείο [image: ] του πεδίου ορισμού της, αν υπάρχει το όριο της [image: ] στο [image: ]και[image: ].


    



    Αν έχουμε τη συνάρτηση ορισμένη στο διάστημα [image: ] και η συνάρτησή μας είναι σε ένα σημείο [image: ] του πεδίου ορισμού, και δεξιά και αριστερά συνεχής, τότε θα είναι συνεχής και στο σημείο [image: ].


    



    Συνέχεια σε κλειστό διάστημα


    



    Έστω ότι η συνάρτηση f: είναι ορισμένη και συνεχής σε όλα τα σημεία ενός ανοιχτού διαστήματος (a,b), και απαιτείται ο έλεγχος της συνέχειας στο κλειστό διάστημα [a,b]. Για να ελεγχθεί η συνέχεια στα άκρα του διαστήματος, μπορεί να ακολουθηθεί η παρακάτω διαδικασία:


    



    Παρατηρείται ότι η συνάρτηση είναι ορισμένη σε περιοχή δεξιά του a και αριστερά του b. Γι’ αυτό υπολογίζονται τα αντίστοιχα πλευρικά όρια στα σημεία αυτά.


    



    Αφού βρεθούν τα [image: ], συγκρίνονται τα αποτελέσματα με τις τιμές της συνάρτησης για x = a και x = b αντίστοιχα.


    



    Αν βρεθεί ότι [image: ], τότε η συνάρτηση είναι συνεχής και στα άκρα του διαστήματος, άρα θα είναι συνεχής στο κλειστό διάστημα.


    



    4.2 Στοιχειώδεις συνεχείς συναρτήσεις


    



    Ορισμένες συναρτήσεις, είναι γνωστές συνεχείς συναρτήσεις στα αντίστοιχα πεδία ορισμού τους, όταν βέβαια στη θέση της μεταβλητής x υπάρχει μόνο αυτό, κι όχι κάποια παράσταση του x. Έτσι λοιπόν, γνωστές συνεχείς συναρτήσεις στα αντίστοιχα πεδία ορισμού τους θα θεωρούνται οι παρακάτω:


    



    1. Σταθερή: [image: ]


    



    2. Ταυτοτική: [image: ]


    



    3. Πολυωνυμική: [image: ]


    



    4. Ρητή: [image: ] όπου P(x), Q(x) πολυώνυμα.


    



    5. Τριγωνομετρικές: [image: ]


    



    6. Άρρητη: [image: ]


    



    7. Εκθετική: [image: ]


    



    8. Λογαριθμική: [image: ]


    



    4.3 Ιδιότητες συνεχών συναρτήσεων


    



    Έστω μια συνάρτηση f: ορισμένη και συνεχής σε ένα διάστημα (α, β), και μια συνάρτηση g: συνεχής και ορισμένη σε διάστημα (γ, δ). Αν ισχύει (α, β) ∩ (γ, δ) ≠ Ø, τότε ορίζονται οι συναρτήσεις που προκύπτουν από την εφαρμογή των τεσσάρων πράξεων μεταξύ τους (πρόσθεση, αφαίρεση, πολλαπλασιασμός και διαίρεση). Οι προκύπτουσες αυτές συναρτήσεις θα ορίζονται στο διάστημα (α, β) ∩ (γ, δ) και θα είναι, επίσης, συνεχείς συναρτήσεις.


    



    Αν δύο συναρτήσεις f: και g: είναι ορισμένες και συνεχείς σε ένα διάστημα Δ, τότε εφόσον ορίζεται η σύνθεση των δύο συναρτήσεων, θα είναι κι αυτή συνεχής.


    



    Όταν μια συνάρτηση f: είναι ορισμένη και συνεχής σ’ ένα κλειστό διάστημα Δ, τότε το σύνολο τιμών της θα είναι κι αυτό ένα κλειστό διάστημα.


    



    Αν μια συνάρτηση f: είναι ορισμένη και συνεχής στο κλειστό διάστημα [image: ] και γνησίως αύξουσα σ’ αυτό, τότε το σύνολο τιμών της, θα είναι το κλειστό διάστημα [image: ].


    



    Αν μια συνάρτηση f: είναι ορισμένη και συνεχής στο κλειστό διάστημα [image: ] και γνησίως φθίνουσα σ’ αυτό, τότε το σύνολο τιμών της, θα είναι το κλειστό διάστημα [image: ].


    



    Αν μια συνάρτηση είναι γνησίως μονότονη και συνεχής σ’ ένα διάστημα Δ, τότε επειδή ορίζεται η αντίστροφή της, θα είναι κι αυτή συνεχής στο διάστημα f(Δ).


    



    4.4 Θεωρήματα Συνέχειας


    



    Στην παράγραφο αυτή συνοψίζονται τρία βασικά μαθηματικά θεωρήματα σχετικά με την έννοια της συνέχειας συναρτήσεων. Τα θεωρήματα αυτά είναι χρήσιμα στην αντιμετώπιση προβλημάτων συνέχειας, αλλά και γενικότερα προβλημάτων διαφορικού και ολοκληρωτικού λογισμού.


    



    Λήμμα Bolzano


    



    Αν μια συνάρτηση f: είναι ορισμένη και συνεχής στο κλειστό διάστημα [image: ] και ισχύει [image: ] , τότε η f: θα έχει μία τουλάχιστον ρίζα στο ανοιχτό διάστημα [image: ].


    



    Η απόδειξη του θεωρήματος Bolzano βασίζεται στο θεώρημα μέσης τιμής που εμπεριέχει την έννοια της παραγώγου. Για αυτό, το θεώρημα αυτό παρουσιάζεται στο κεφάλαιο του διαφορικού λογισμού.


    



    Θεώρημα των ενδιάμεσων τιμών


    



    Αν μια συνάρτηση f: είναι συνεχής στο κλειστό διάστημα [image: ] και [image: ], τότε για κάθε αριθμό κ που βρίσκεται μεταξύ των f(α), f(β) θα υπάρχει τουλάχιστον ένα[image: ], τέτοιο ώστε [image: ].


    



    Απόδειξη


    



    Η f: είναι συνεχής στο [image: ]. [image: ] και [image: ]


    



    Έστω η συνάρτηση [image: ] ορισμένη στο διάστημα [image: ] και συνεχής σε αυτό ως διαφορά συνεχών συναρτήσεων. Θα είναι:


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Θεώρημα μέγιστης ελάχιστης τιμής


    



    Αν μια συνάρτηση f: είναι συνεχής στο κλειστό διάστημα [image: ], τότε υπάρχουν δύο σημεία [image: ]έτσι ώστε να ισχύει: [image: ].


    



    4.5 Οδηγίες για τις ασκήσεις


    



    Στην παρούσα παράγραφο παρατίθενται αναλυτικές οδηγίες για την αντιμετώπιση προβλημάτων λογισμού που αφορούν στη συνέχεια συναρτήσεων. Για κάθε είδος προβλήματος παρουσιάζεται μια μεθοδολογία αντιμετώπισης και ακολουθούν παραδείγματα ασκήσεων , προκειμένου να γίνει κατανοητός ο τρόπος εφαρμογής της.


    



    4.5.1 Απόδειξη συνέχειας συνάρτησης μέσα σε ένα διάστημα


    



    Όταν ζητείται να αποδειχθεί η συνέχεια μιας συνάρτησης μέσα σε ένα διάστημα, τότε μπορεί να ακολουθηθεί η παρακάτω διαδικασία:


    α) Μελετάται ο τύπος της συνάρτησης και απομονώνονται οι γνωστές συνεχείς συναρτήσεις.


    β) Εφαρμόζονται οι πράξεις των συνεχών συναρτήσεων (γνωστές τέσσερις πράξεις και σύνθεση) και γίνεται προσπάθεια, συνθετικά, βήμα προς βήμα, να κατασκευαστεί ο τύπος της συνάρτησης. Θα πρέπει να δίνεται ιδιαίτερη προσοχή στα πεδία ορισμού που προκύπτουν από τις πράξεις των συναρτήσεων.


    



    Παράδειγμα 4.1


    Να δειχθεί ότι η [image: ] είναι συνεχής.


    



    Λύση


    



    [image: ]


    [image: ] συνεχής στο IR.


    [image: ]


    [image: ] συνεχής στο IR.


    Άρα: [image: ] είναι συνεχής ως άθροισμα συνεχών συναρτήσεων στο IR+.


    Ακόμη, η [image: ] είναι συνεχής ως ρητή στο IR.


    Άρα, η f(x) είναι συνεχής στο IR ως γινόμενο συνεχών συναρτήσεων.


    



    Παράδειγμα 4.2


    Να μελετηθεί ως προς τη συνέχεια η συνάρτηση: [image: ]


    Λύση


    [image: ]


    [image: ]


    [image: ]


    [image: ] είναι συνεχής στο IR.


    είναι συνεχής στο IR


    είναι συνεχής στο IR+


    Επομένως, η είναι συνεχής στο [2kπ, (2k+1)π], με k


    Έτσι, και η είναι συνεχής στο [2kπ, (2k+1)π], με k


    Οπότε η f(x) είναι συνεχής στο [image: ]


    [image: ]


    



    4.5.2 Απόδειξη συνέχειας συναρτήσεων σε κλιμακωτή μορφή


    



    Όταν δίνεται μια κλιμακωτή συνάρτηση και ζητείται να ελεγχθεί ως προς τη συνέχεια, ακολουθείται η παρακάτω διαδικασία:


    α) Ελέγχεται, όπως στο είδος προβλημάτων της προηγούμενης παραγράφου, η συνέχεια στα διαστήματα στα οποία ορίζεται ο κάθε κλάδος.


    β) Για να ελεγχθεί η συνέχεια της συνάρτησης στα σημεία διαμέρισης, υπολογίζονται τα πλευρικά όρια στα σημεία αυτά, καθώς και η τιμή της συνάρτησης.


    γ) Από την προηγούμενη εργασία λαμβάνονται τα παρακάτω αποτελέσματα:


    [image: ]


    [image: ]


    [image: ]


    τότε:


    i) Αν [image: ], η f: είναι συνεχής στο [image: ]


    ii) Αν [image: ], η f: είναι ασυνεχής στο [image: ]


    iii) Αν [image: ], η f: είναι ασυνεχής στο [image: ] , αλλά είναι από δεξιά συνεχής στο [image: ].


    iv) Αν [image: ], η f: είναι ασυνεχής στο [image: ] , αλλά είναι από αριστερά συνεχής στο [image: ].


    v) Αν [image: ], η f: είναι ασυνεχής στο [image: ].


    Παράδειγμα 4.3


    



    Να εξεταστεί ως προς τη συνέχεια η συνάρτηση:


    [image: ]


    Λύση


    [image: ] Η συνάρτηση αυτή είναι συνεχής ως ρητή.


    [image: ] Η συνάρτηση αυτή είναι συνεχής ως πολυωνυμική.


    [image: ] Η συνάρτηση αυτή είναι συνεχής ως ρητή.


    Στο σημείο [image: ]


    [image: ]


    [image: ]


    [image: ]


    Η f: δεν είναι συνεχής στο -1, αλλά είναι συνεχής από δεξιά στο x = –1.


    Στο σημείο [image: ]


    [image: ]


    [image: ]


    [image: ]


    Η f: δεν είναι συνεχής στο 1, αλλά είναι συνεχής από αριστερά στο x = 1.


    



    Παράδειγμα 4.4


    Να εξεταστεί ως προς τη συνέχεια η συνάρτηση:


    [image: ]


    Λύση


    [image: ] Η συνάρτηση αυτή είναι συνεχής ως πολυωνυμική


    [image: ] Η συνάρτηση αυτή είναι συνεχής ως ρητή.


    Εξετάζεται η συνέχεια στο σημείο [image: ].


    [image: ]


    Άρα, η f: είναι συνεχής στο IR/ {4}.


    



    Παράδειγμα 4.5


    Να εξεταστεί ως προς τη συνέχεια η συνάρτηση:


    [image: ]


    Λύση


    [image: ] Η συνάρτηση αυτή είναι συνεχής ως πολυωνυμική.


    [image: ] Η συνάρτηση αυτή είναι συνεχής ως ρητή.


    Εξετάζεται η συνέχεια στο σημείο [image: ].


    [image: ]


    [image: ]


    [image: ]


    Άρα, η f: δεν είναι συνεχής στο IR. Ωστόσο, είναι συνεχής στο 1 από αριστερά.


    Παράδειγμα 4.6


    Να εξεταστεί ως προς τη συνέχεια η συνάρτηση:[image: ]


    Λύση


    Είναι: [image: ] όταν: [image: ]


    



    Άρα, είναι : [image: ]


    



    Οπότε: [image: ]


    



    Για [image: ] η f: είναι συνεχής ως πολυωνυμική.


    



    Για [image: ] η f: είναι συνεχής ως πολυωνυμική.


    



    Υπολογίζονται τα πλευρικά όρια στο 1.


    



    [image: ]


    



    Υπολογίζονται τα πλευρικά όρια στο 4.


    



    [image: ]


    



    Επομένως, η f: είναι συνεχής στο IR.


    



    4.5.3 Απόδειξη συνέχειας συναρτήσεων με απόλυτα


    



    Όταν δίνεται μια συνάρτηση που περιέχει απόλυτα και ζητείται να ελεγχθεί ως προς τη συνέχεια, βρίσκεται το πεδίο ορισμού της συνάρτησης, απλοποιείται ο τύπος της και γράφεται σε κλιμακωτή μορφή. Στη συνέχεια, ακολουθείται η μεθοδολογία της προηγούμενης παραγράφου.


    Παράδειγμα 4.7


    Να εξεταστεί ως προς τη συνέχεια η συνάρτηση:


    [image: ]


    Λύση


    Για [image: ] η f: είναι συνεχής ως ρητή.


    



    Εξετάζεται η συνέχεια στο 1.


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Η f: δεν είναι συνεχής στο IR. Είναι όμως συνεχής στα διαστήματα: (-∞,1) και (1, +∞).


    



    4.5.4 Απόδειξη συνέχειας παραμετρικών συναρτήσεων


    



    Όταν ζητείται να προσδιορισθούν οι παράμετροι που εμφανίζονται στον τύπο μιας συνάρτησης, έτσι ώστε η συνάρτηση να είναι συνεχής σε σημείο ή στο πεδίο ορισμού της, τότε υπολογίζονται τα όρια και οι τιμές της συνάρτησης στα σημεία διαμέρισης, συναρτήσει των παραμέτρων και εξισώνοντας τα αποτελέσματα αυτά, και προκύπτει ένα σύστημα εξισώσεων με αγνώστους τις παραμέτρους αυτές. Ο προσδιορισμός των ζητούμενων τιμών γίνεται με επίλυση του συστήματος αυτού.


    



    Παράδειγμα 4.8


    Να προσδιοριστούν τα α, β, ώστε η συνάρτηση f:


    



    [image: ]


    



    Λύση


    



    Εξετάζεται η συνέχεια στο –2:


    



    [image: ]


    



    Εξετάζεται η συνέχεια στο 1:


    



    [image: ]


    



    Από τις εξισώσεις (1) και (2) προκύπτουν:[image: ]


    



    Παράδειγμα 4.9


    Να προσδιοριστεί ο α, ώστε η συνάρτηση f:


    



    [image: ]


    



    Λύση


    



    Εξετάζεται η συνέχεια στο 4.


    



    [image: ]


    



    Παράδειγμα 4.10


    Να προσδιοριστεί ο α, ώστε η συνάρτηση f:


    



    [image: ]


    



    Λύση


    



    Εξετάζεται η συνέχεια στο 2:


    



    [image: ]


    



    Παράδειγμα 4.11


    Να προσδιοριστούν τα α, β, ώστε η συνάρτηση f:


    



    [image: ]


    



    Λύση:


    



    [image: ], η f: είναι συνεχής ως ρητή.


    



    Για να είναι συνεχής στο IR θα πρέπει:


    



    [image: ]


    



    Θα είναι: [image: ]


    



    [image: ]


    



    Αν [image: ] , τότε το αποτέλεσμα του ορίου (1) θα είναι μη πεπερασμένος αριθμός, καθώς:


    



    [image: ]


    



    Άρα: [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Από (1), (2), προκύπτουν οι ζητούμενες τιμές: [image: ]


    



    4.5.5 Επέκταση συνάρτησης με διατήρηση της συνέχειας


    



    Κάποιες φορές προκύπτουν προβλήματα στα οποία δίνεται μία συνάρτηση f: με πεδίο ορισμού ένα διάστημα, εξαιρουμένης μιας συγκεκριμένης τιμής του, ρ. Ζητείται να προσδιοριστεί μια καινούρια συνάρτηση g: η οποία να είναι η επέκταση της f: σε ολόκληρο το διάστημα, έτσι ώστε η g: να είναι συνεχής συνάρτηση. Στην περίπτωση αυτή, υπολογίζεται το όριο της f: όταν το x τείνει στο ρ και ορίζεται η ζητούμενη συνάρτηση g: ως εξής:


    
      
        

      

    


    
      [image: ]

    


    



    Παράδειγμα 4.12


    Δίνεται η συνάρτηση [image: ]. Να βρεθεί η συνεχής επέκτασή της στο IR.


    



    Λύση


    



    Προφανώς, πεδίο ορισμού της f: είναι το σύνολο:


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Η ζητούμενη συνάρτηση είναι η g(x) = x - 6, με πεδίο ορισμού το IR.


    



    Παράδειγμα 4.13


    Δίνεται η συνάρτηση [image: ]. Να προσδιοριστούν τα α, β, ώστε η επέκτασή της, g:, στο [image: ]να είναι συνεχής με [image: ]. Στη συνέχεια, να οριστεί νέα, συνεχής επέκταση, h:, στο IR.


    



    Λύση


    



    Προφανώς, πεδίο ορισμού της f: είναι το σύνολο:


    



    [image: ]


    



    Όταν [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Για να είναι πεπερασμένο το όριο στο 3, πρέπει το [image: ]να απλοποιείται, δηλαδή πρέπει:


    



    [image: ]


    



    Τότε: [image: ]


    



    Πρέπει: [image: ]


    



    Από (1), (2) [image: ]


    



    Έτσι, προκύπτει η επέκταση της f: στο IR\ {2}:


    



    [image: ]


    



    Για τον ορισμό της επέκτασης της g: στο IR, ώστε η προκύπτουσα συνάρτηση να είναι συνεχής, παρατηρείται ότι:


    



    [image: ]


    



    Επομένως, η τελική συνάρτηση δεν προσδιορίζεται.


    



    4.5.6 Συνέχεια συναρτήσεων με βάση συνθήκες ανισοτήτων


    



    Σε κάποιες περιπτώσεις, για την εξασφάλιση της συνέχειας μιας συνάρτησης δίνεται μια ανισοτική σχέση στην οποία περιέχεται η συνάρτηση f(x). Τότε, θα πρέπει αρχικά να απομονωθεί η συνάρτηση f:, δηλαδή να λυθεί η ανισότητα ως προς f(x). Στη συνέχεια, για τον υπολογισμό του ορίου της συνάρτησης σε ένα σημείο, καθώς και για τον υπολογισμό της τιμής της f(x) σε αυτό, αρκεί να υπολογιστούν τα όρια και οι τιμές των άλλων μελών της ανισότητας.


    



    Με βάση αυτά τα όρια και τις τιμές, χρησιμοποιώντας το θεώρημα της παρεμβολής, καταλήγει κανείς στα ζητούμενα αποτελέσματα.


    



    Παράδειγμα 4.14


    Δίνεται η συνάρτηση f: για την οποία ισχύει: [image: ]. Να αποδειχθεί ότι είναι συνεχής στο σημείο x0 = 0.


    



    Λύση


    



    Για x = 0:


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    


    


    



    Άρα: [image: ]


    



    Οπότε η f: είναι συνεχής στο 0.


    



    Παράδειγμα 4.15


    Να προσδιοριστεί η τιμή της συνάρτησης f: στο σημείο 0, ώστε να είναι συνεχής, αν είναι γνωστό για την f:, ότι ισχύει η σχέση:


    



    [image: ]


    


    



    Λύση


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Για να είναι συνεχής η f: πρέπει: [image: ]


    



    Παράδειγμα 4.16


    Δίνεται η συνάρτηση f: για την οποία ισχύει: [image: ]


    



    Να αποδειχθεί ότι η συνάρτηση είναι συνεχής στο 0.


    



    Λύση


    



    Για x = 0: [image: ]



    



    [image: ]


    


    



    [image: ]


    



    Άρα:


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    



    Επομένως, επειδή [image: ], η f: είναι συνεχής στο 0.


    



    Παράδειγμα 4.17


    Δίνεται η συνάρτηση f: για την οποία ισχύει: [image: ]


    



    Να βρεθεί το f(0), ώστε η συνάρτηση να είναι συνεχής στο 0.


    



    Λύση


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    


    



    Άρα: [image: ]


    



    [image: ]


    


    



    Για να είναι συνεχής η f: στο 0, πρέπει: [image: ]


    



    4.5.7 Συναρτησιακές εξισώσεις


    



    Η μεθοδολογία αντιμετώπισης προβλημάτων συναρτησιακών εξισώσεων που σχετίζονται με τη συνέχεια θα μελετηθούν σε ξεχωριστό σύγγραμμα ασκήσεων στο αντικείμενο των συναρτήσεων.


    



    4.5.8 Εφαρμογές του θεωρήματος Bolzano


    



    Σε ορισμένα είδη ασκήσεων δίνεται μία εξίσωση για την οποία ζητείται να αποδειχθεί ότι έχει τουλάχιστον μία ρίζα. Το μαθηματικό αυτό πρόβλημα απόδειξης της ύπαρξης λύσεων αντιστοιχεί σε διάφορες πρακτικές εφαρμογές μηχανικών, ιδιαίτερα σε σχέση με τις διαφορικές εξισώσεις που περιγράφουν τα φυσικά φαινόμενα που λαμβάνουν χώρα σε μια εφαρμογή. Για την αντιμετώπιση τέτοιων προβλημάτων ακολουθείται η παρακάτω διαδικασία:


    



    α) Στην περίπτωση που δεν δίνεται κάποιο συγκεκριμένο διάστημα τιμών, θα πρέπει να εκλεγεί αυθαίρετα κάποιο τέτοιο διάστημα. Ως άκρα, συνήθως θεωρούνται αριθμοί όπως το -1, το 0 ή το 1. Σε άλλες περιπτώσεις, τιμές τόξων όπως –π/2, 0, π/2. Η επιλογή γίνεται ανάλογα με τις παραστάσεις που εμφανίζονται στην εξίσωση.


    



    β) Ελέγχεται αν η συνάρτηση που αντιστοιχεί στη δεδομένη εξίσωση, είναι συνεχής μέσα στο (κλειστό) διάστημα που έχει υποτεθεί (ή που έχει δοθεί).


    



    γ) Υπολογίζονται οι τιμές της συνάρτησης στα άκρα του διαστήματος, και ελέγχεται αν το γινόμενο των αποτελεσμάτων είναι αρνητικός αριθμός. Αν ναι, τότε ισχύουν όλες οι προϋποθέσεις για την εφαρμογή του θεωρήματος Bolzano. Έτσι αποδεικνύεται ότι η συνάρτηση έχει τουλάχιστον μία ρίζα στο διάστημα που ορίσθηκε και επομένως, κατ’ επέκταση η εξίσωση θα έχει μία τουλάχιστον ρίζα.


    



    Παράδειγμα 4.18


    Να αποδειχθεί ότι η εξίσωση [image: ]έχει μία τουλάχιστον ρίζα.


    



    Λύση


    



    Θεωρείται η συνάρτηση [image: ], ορισμένη στο διάστημα: [image: ]


    



    Η f: είναι συνεχής ως διαφορά συνεχών συναρτήσεων, της εκθετικής [image: ]και της πολυωνυμικής[image: ].


    



    Θα είναι: [image: ]


    



    [image: ]


    



    Επομένως, σύμφωνα με το θεώρημα Bolzano: [image: ]


    



    Δηλαδή η εξίσωση [image: ] έχει τουλάχιστον μία ρίζα στο [image: ]


    



    Παράδειγμα 4.19


    Αν [image: ], να αποδειχθεί ότι η εξίσωση [image: ] έχει τρεις πραγματικές ρίζες.


    



    Λύση


    



    Θα δειχθεί ότι η εξίσωση έχει δύο τουλάχιστον πραγματικές ρίζες, οπότε η τρίτη ρίζα θα είναι πραγματική ως τρίτου βαθμού εξίσωση, γιατί αν ήταν μιγαδική, τότε θα έπρεπε να δεχόταν ως ρίζα και τη συζυγή της, δηλαδή θα είχαμε 4 ρίζες σε τριτοβάθμια εξίσωση, που είναι αδύνατον.


    



    Θεωρείται το διάστημα [image: ] στο οποίο είναι ορισμένη η [image: ] συνάρτηση.


    



    Η f: θα είναι συνεχής ως πολυωνυμική.


    



    [image: ]


    



    Οπότε [image: ].


    



    Άρα, με βάση το θεώρημα Bolzano η εξίσωση έχει τουλάχιστον μία πραγματική ρίζα στο [image: ].


    



    Θεωρείται η f: με [image: ], ορισμένη στο [image: ].


    



    Η f: θα είναι συνεχής ως πολυωνυμική.


    



    [image: ]


    



    Άρα, με βάση το θεώρημα Bolzano η εξίσωση έχει τουλάχιστον μία ρίζα στο [image: ]


    



    Η εξίσωση λοιπόν έχει δύο πραγματικές ρίζες [image: ] και συνεπώς, η τρίτη ρίζα της θα είναι, επίσης, πραγματική.


    



    Παράδειγμα 4.20


    Αν [image: ], να δειχθεί ότι η εξίσωση [image: ], έχει μία τουλάχιστον πραγματική ρίζα.


    



    Λύση


    



    [image: ]


    



    Άρα, αρκεί να αποδειχθεί ότι η [image: ] έχει τουλάχιστον μία πραγματική ρίζα.


    



    Θεωρείται η συνάρτηση [image: ]ορισμένη στο [image: ].


    



    Η f: θα είναι συνεχής ως πολυωνυμική.


    



    Ακόμη: [image: ]


    



    Συνεπώς, η εξίσωση θα έχει μία τουλάχιστον πραγματική ρίζα στο [image: ].


    



    Σημείωση: Ειδική περίπτωση στο θεώρημα Bolzano.


    



    Όταν δίνεται μία εξίσωση η οποία επαληθεύεται για μια τιμή ρ και ζητείται να αποδειχθεί ότι η εξίσωση αυτή έχει μία τουλάχιστον ρίζα, τότε:


    



    α) Μεταφέρονται όλοι οι όροι στο πρώτο μέλος


    



    β) Θεωρείται μια καινούρια, βοηθητική συνάρτηση g(x) με βάση την καινούρια εξίσωση.


    



    γ) Αποδεικνύουμε ότι για την g: ισχύει το θεώρημα Bolzano. Τότε θα έχει αποδειχθεί ότι υπάρχει όντως ο πραγματικός αριθμός ρ που επαληθεύει την αρχική εξίσωση.


    



    Παράδειγμα 4.21


    Δίνεται η συνεχής συνάρτηση f: ορισμένη από το [image: ] στο [image: ]. Να δειχθεί ότι [image: ] τέτοιο, ώστε: [image: ]


    



    Λύση


    



    Έστω g: με [image: ] ορισμένη στο [image: ] και συνεχής σ’ αυτό ως διαφορά συνεχών συναρτήσεων f: και [image: ].


    



    [image: ]


    



    i)


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    ii)


    



    [image: ]


    



    Επομένως, [image: ] τέτοιο ώστε: [image: ] .


    



    



    4.6 Φύλλο αυτοαξιολόγησης


    



    1. Η συνάρτηση: [image: ] είναι:


    α) Συνεχής στο x = -1 και στο x = 1.


    β) Συνεχής στο x = -1 και ασυνεχής στο x = 1.


    γ) Συνεχής στο x = 1 και ασυνεχής στο x = -1.


    δ) Ασυνεχής στο x = -1 και στο x = 1.


    



    2. Για να είναι η συνάρτηση: [image: ] συνεχής θα πρέπει:


    α) a = 2


    β) a = -2


    γ) a = 1


    δ) a = -1


    



    3. Για να είναι η συνάρτηση: [image: ] συνεχής θα πρέπει:


    α) α + 3β + γ = 1 και 2α + 3β = 1


    β) α + 3β + γ = 0 και 2α + 3β = 5


    γ) α = 0, β = 1/3 και γ = -1


    δ) α = 0, β = 5/3 και γ = 5


    



    4. Η επέκταση g: της συνάρτησης: [image: ] στο IR \{2}, προκειμένου να είναι συνεχής στο πεδίο ορισμού της θα πρέπει να έχει τιμή στο x=3:


    α) g(3) = 5


    β) g(3) = 2


    γ) g(3) = +∞


    δ) g(3) = 0


    



    5. Για μια συνάρτηση f:, ισχύει: [image: ]. Τότε, η συνάρτηση f:


    α) Δεν ορίζεται στο 0


    β) Δεν έχει όριο στο 0


    γ) Δεν είναι συνεχής στο 0


    δ) Είναι συνεχής στο 0


    


    



    6. Για μια συνάρτηση f: ισχύει: [image: ]. Προκειμένου να είναι συνεχής στο x = 0, πρέπει και αρκεί:


    α) f(0) = π


    β) f(0) = π/3


    γ) f(0) = 2π/3


    δ) f(0) = π


    



    7. Η εξίσωση ex + x = 0:


    α) Δεν έχει πραγματικές ρίζες


    β) Έχει ακριβώς μία πραγματική ρίζα


    γ) Έχει ακριβώς δύο πραγματικές ρίζες


    δ) Έχει ακριβώς τρείς πραγματικές ρίζες


    



    8. Η εξίσωση x3 - 3x2 + 1 = 0 :


    α) Δεν έχει πραγματικές ρίζες


    β) Έχει ακριβώς μία πραγματική ρίζα


    γ) Έχει ακριβώς δύο πραγματικές ρίζες


    δ) Έχει ακριβώς τρείς πραγματικές ρίζες


    



    9. Η εξίσωση x + lnx = 0 :


    α) Δεν έχει πραγματικές ρίζες


    β) Έχει ακριβώς μία πραγματική ρίζα


    γ) Έχει ακριβώς δύο πραγματικές ρίζες


    δ) Έχει ακριβώς τρείς πραγματικές ρίζες


    



    10. Η εξίσωση x3 - 5x2 + x + 2 = 0 :


    α) Δεν έχει πραγματικές ρίζες


    β) Έχει ακριβώς μία πραγματική ρίζα


    γ) Έχει ακριβώς δύο πραγματικές ρίζες


    δ) Έχει ακριβώς τρείς πραγματικές ρίζες


    


  


  
    Κεφάλαιο 5: Διαφορικός Λογισμός


    



    Σύνοψη


    



    Στο κεφάλαιο αυτό εισάγεται η έννοια της παραγώγου συναρτήσεων. Μετά από μια αναφορά των εννοιών του ρυθμού μεταβολής και της κλίσης, δίνεται ο ορισμός του παράγωγου αριθμού μιας συνάρτησης, ως ο ρυθμός μεταβολής της σε κάποια τιμή του πεδίου ορισμού. Στη συνέχεια, παρατίθεται μια μεθοδολογία αντιμετώπισης προβλημάτων με άμεση εφαρμογή του ορισμού του παράγωγου αριθμού, αποσκοπώντας στην εμπέδωση της έννοιας της παραγώγου. Ακολουθεί ο ορισμός της παραγώγου συνάρτησης, μια επισκόπηση παραγώγων γνωστών συναρτήσεων και οδηγίες επίλυσης σχετικών ασκήσεων. Τέλος, περιγράφεται αναλυτικά η γεωμετρική ερμηνεία της παραγώγου, με αναφορά διάφορες περιπτώσεις συναρτήσεων.


    



    Στόχος


    



    Το κεφάλαιο αυτό αποσκοπεί στην εξοικείωση του αναγνώστη με την έννοια της παραγώγου μίας συνάρτησης ενός μεγέθους ως ρυθμού μεταβολής και κλίσης στον χώρο. Αποσκοπεί, επίσης, στην κατανόηση των ορισμών του παράγωγου αριθμού σε σημείο, και της παράγωγης συνάρτησης. Η παράθεση, απόδειξη και χρήση των ιδιοτήτων της παράγωγου στην αντιμετώπιση προβλημάτων, προσβλέπει στην απόκτηση ευχέρειας στον υπολογισμό παραγώγων στη γενική περίπτωση. Μέσα από την εκτεταμένη μελέτη της γεωμετρικής της ερμηνείας, επιχειρείται η εμπέδωση της φυσικής σημασίας της παραγώγου.


    



    Προαπαιτούμενη γνώση


    



    Ευχέρεια στη μελέτη και τη χρήση συναρτήσεων. Κατανόηση της έννοιας του ορίου και ικανότητα υπολογισμού ορίων συναρτήσεων.

  


  
    5.1 Η Παράγωγος ως Ρυθμός Μεταβολής και ως Κλίση Φυσικών Μεγεθών


    



    Στην πράξη, πολλές φορές οι συναρτήσεις χρησιμοποιούνται για να περιγράψουν τη σχέση μεταξύ φυσικών ποσοτήτων. Δύο χαρακτηριστικά παραδείγματα είναι η συνάρτηση που δίνει την απόσταση ενός κινούμενου σώματος από ένα σημείο αναφοράς σε συνάρτηση με τον χρόνο: x(t) ή την θερμοκρασία μιας μεταλλικής ράβδου σε κάθε σημείο της σε συνάρτηση με την απόσταση από το ένα της άκρο: T(x). Στην πρώτη περίπτωση, η ανεξάρτητη μεταβλητή εκφράζει χρόνο, ενώ η εξαρτημένη μεταβλητή εκφράζει θέση (συντεταγμένη στον χώρο). Στη δεύτερη περίπτωση, η ανεξάρτητη μεταβλητή εκφράζει θέση, ενώ η εξαρτημένη εκφράζει τοπική θερμοκρασία.


    



    Για τη λεπτομερή μελέτη μεγεθών και φυσικών φαινομένων, είναι απαραίτητη η κατανόηση του τρόπου μεταβολής ενός μεγέθους, καθώς ένα άλλο διατρέχει ένα εύρος τιμών. Αυτό αναφέρεται, συνήθως, ως μεταβολή ενός μεγέθους «ως προς» ή «σε σχέση» με ένα άλλο.


    



    Για το πρώτο παράδειγμα παραπάνω, εκτός από τη συνάρτηση θέσης x(t) είναι χρήσιμο να μπορεί κανείς να μελετήσει το πόσο «γρήγορα» μεταβάλλεται η θέση x(t), σε σχέση με τον χρόνο. Δηλαδή, το πόσο πολύ ή λίγο αυξάνεται ή μειώνεται το x(t), για μια δεδομένη μεταβολή του t. Ο λόγος μεταβολής του x για μια μεταβολή του t, δια την μεταβολή αυτή του t, εκφράζει αυτόν ακριβώς τον «ρυθμό μεταβολής» της θέσης x, ως προς τον χρόνο. Έτσι, ο ρυθμός μεταβολής της θέσης είναι η ταχύτητα κίνησης και εφόσον υπολογιστεί για κάθε χρονική στιγμή t, εκφράζεται με μια νέα συνάρτηση του χρόνου u(t). Η u(t) είναι ο «ρυθμός μεταβολής» (ή αλλιώς, η «παράγωγος») της x(t) ως προς τον χρόνο. Ομοίως, ο ρυθμός μεταβολής της ταχύτητας ενός σώματος είναι η επιτάχυνση α(t).


    



    Στο δεύτερο παράδειγμα, είναι χρήσιμο να μπορεί κανείς να αναλύσει τη μεταβολή της θερμοκρασίας κατά μήκους της ράβδου. Δηλαδή, το πόσο πολύ ή λίγο μεταβάλλεται η θερμοκρασία Τ(x), καθώς κάποιος διατρέχει τη ράβδο. To πόσο μεταβάλλεται η θερμοκρασία T(x) για μια δεδομένη μεταβολή του x, εκφράζεται από τον λόγο μεταβολής του Τ διά τη μεταβολή του x, και ονομάζεται «κλίση» του T«ως προς» την απόσταση x. Η κλίση της θερμοκρασίας κατά μήκος της ράβδου είναι η πρώτη παράγωγος της Τ(x) ως προς T.


    



    Εδώ θα μπορούσε να χρησιμοποιηθεί και πάλι ο όρος «ρυθμός μεταβολής» ως προς τη συντεταγμένη x, ωστόσο προτιμάται ο όρος «κλίση» προκειμένου να δοθεί έμφαση στη διαφορά μεταξύ χρονικών και χωρικών μεταβολών των διαφόρων φυσικών μεγεθών. Για παράδειγμα, η θερμοκρασία της ράβδου στην πράξη μεταβάλλεται και ως προς τον χρόνο, είναι λοιπόν συνάρτηση και του χρόνου: Τ(x, t), δηλαδή μια συνάρτηση με δύο ανεξάρτητες μεταβλητές (εδώ δεν υπάρχει σχέση μεταξύ x και t). Η κλίση της θερμοκρασίας είναι η παράγωγος ως προς τη μεταβλητή x, ενώ ο ρυθμός μεταβολής της είναι η παράγωγος ως προς την μεταβλητή t. Αντίστοιχα, αν αντί για τη μονοδιάστατη ράβδο, θεωρούσε κανείς ένα αντικείμενο στις τρεις διαστάσεις, η συνάρτηση θερμοκρασίας θα ήταν τεσσάρων ανεξάρτητων μεταβλητών: Τ(x,y,z,t). Εδώ, η κλίση ορίζεται ως το διανυσματικό άθροισμα των παραγώγων σε κάθε χωρική κατεύθυνση, ενώ ο ρυθμός μεταβολής είναι η παράγωγος ως προς τον χρόνο. Για τη μελέτη τέτοιων φαινομένων και επομένως συναρτήσεων, απαιτείται λογισμός πολλών μεταβλητών, ωστόσο η κατανόηση της έννοιας της παραγώγου ως ρυθμός μεταβολής και ως κλίση, είναι ιδιαίτερα χρήσιμη για την κατανόηση της φυσικής σημασίας της έννοιας της παραγώγου.


    



    5.2 Παράγωγος αριθμός - Ορισμοί


    



    Έστω μία συνάρτηση f: με πεδίο ορισμού το σύνολο Α και [image: ]. Αναζητείται ένα μέτρο του ρυθμού μεταβολής της συνάρτησης f: στην περιοχή του x0 .


    



    Ο λόγος [image: ], [image: ], [image: ], είναι μία πρώτη προσέγγιση του ρυθμού μεταβολής της f: και ονομάζεται λόγος μεταβολής της f: στο [image: ].


    



    Αν για παράδειγμα είναι: [image: ], τότε αυτό σημαίνει ότι η μεταβολή του x κατά μία ποσότητα α στην περιοχή του [image: ], προκαλεί μεταβολή του y κατά το τριπλάσιο του α.


    



    Δηλαδή, ο λόγος μεταβολής είναι ένα προσεγγιστικό μέτρο που δείχνει πόσο περισσότερο ή λιγότερο μεταβάλλεται το y σε σχέση με το x, στην περιοχή του [image: ] και δείχνει (προσεγγιστικά) τον ρυθμό εξέλιξης των τιμών της συνάρτησης και της καμπύλης.


    



    Ορισμός του παράγωγου αριθμού


    



    Παράγωγος αριθμός μιας συνάρτησης f: στο x0, ονομάζεται το όριο, εφόσον υπάρχει, του λόγου μεταβολής της f:, όταν x → x0.


    



    Ο παράγωγος αριθμός συμβολίζεται και εκφράζεται μαθηματικά ως εξής:


    



    [image: ]


    



    Ο συμβολισμός της παραγώγου με έναν τόνο είναι ο συμβολισμός κατά Lagrange. Ο συμβολισμός με διαφορικά (df/dx) είναι ο συμβολισμός κατά Leibnitz και περιλαμβάνει στην έννοια του διαφορικού df μιας συνάρτησης, ως μεταβολή της f: για μια απειροελάχιστη μεταβολή dx.


    



    Γεωμετρική ερμηνεία της παραγώγου


    



    Γεωμετρικά, η έννοια του παράγωγου αριθμού μιας συνάρτησης συνδέεται άμεσα με την εφαπτομένη της γραφικής της παράστασης. Εφαπτομένη μιας καμπύλης c σε ένα σημείο της, Α, ονομάζεται το όριο του φορέα της χορδής ΜΑ, όταν το Μ τείνει στο Α. Μια γεωμετρική περιγραφή αυτού του ορισμού δίνεται στο Σχήμα 5.1 (αριστερά).


    
      
        

      

    


    
      [image: ]

    


    



    Σχήμα 5.1: (αριστερά) Γεωμετρική περιγραφή της έννοιας της εφαπτομένης (δεξιά). Η εφαπτομένη μπορεί να είναι και τέμνουσα της ίδιας καμπύλης, σε άλλο σημείο της.


    



    Σημείωση: Είναι λάθος να πει κανείς ότι η εφαπτομένη είναι η ευθεία που έχει μόνο ένα κοινό σημείο με την καμπύλη. Στην ανάλυση, οπτικά η εφαπτομένη μπορεί να φαίνεται τέμνουσα της καμπύλης, όπως για παράδειγμα στο Σχήμα 5.1 (δεξιά).


    



    Η αντιστοίχιση μεταξύ παραγώγου αριθμού και εφαπτομένης περιγράφεται στο Σχήμα 5.2. Είναι φανερό ότι όταν [image: ], είναι: Κ→Μ και η χορδή ΜΚ, έχει οριακή θέση την εφαπτομένη της γραφικής παράστασης στο Μ.


    



    Παρατηρείται ότι: [image: ]


    



    Οπότε: [image: ]


    



    Δηλαδή η τιμή της πρώτης παραγώγου στο [image: ] είναι ίση με την κλίση της εφαπτομένης στο[image: ].


    
      
        

      

    


    
      [image: ]

    


    



    Σχήμα 5.2: Ο παράγωγος αριθμός ως κλίση της εφαπτομένης μιας καμπύλης.


    



    Ορισμός της εφαπτομένης με βάση τον παράγωγο αριθμό


    



    Εφαπτομένη της Cf: στο σημείο Μ ([image: ], [image: ]), ονομάζεται η ευθεία με εξίσωση:


    



    [image: ] αν [image: ]και


    



    [image: ] αν [image: ] ή [image: ]


    



    Παράδειγμα 5.1


    Να βρεθούν οι [image: ], [image: ] για τη συνάρτηση f: [image: ].


    



    Λύση


    



    Η f: ορίζεται όταν [image: ]


    



    Έχει έννοια η αναζήτηση των ορίων.


    



    Στο 2: [image: ]


    



    Άρα: [image: ]


    



    Η γραφική παράσταση της f: έχει εφαπτομένη στο σημείο [image: ] την ε:


    



    [image: ]


    



    Στο –1: [image: ]


    



    Είναι: [image: ]


    



    Άρα: [image: ]


    



    Η f: δεν είναι παραγωγίσιμη στο –1, αλλά έχει [image: ].


    



    Ορισμός πλευρικών παραγώγων


    



    Εκ δεξιών παράγωγος μιας συνάρτησης f: στο [image: ]ονομάζεται το εκ δεξιών όριο του λόγου μεταβολής, εφόσον υπάρχει:


    



    [image: ][image: ]


    Η εκ δεξιών παράγωγος είναι ίση με την κλίση της εκ δεξιών εφαπτομένης και η εκ δεξιών εφαπτομένη είναι η ημιευθεία με εξίσωση:


    



    [image: ] αν [image: ], μόνο δεξιά του Μ


    



    [image: ] , μόνο άνω ή μόνο κάτω του Μ αν [image: ]


    



    Εξ αριστερών παράγωγος μιας συνάρτησης f: στο [image: ]ονομάζεται το εξ αριστερών όριο του λόγου μεταβολής, αν υπάρχει:


    



    [image: ]


    



    Η εξ αριστερών παράγωγος είναι ίση με την κλίση της εξ αριστερών εφαπτομένης και η εξ αριστερών εφαπτομένη είναι η ημιευθεία με εξίσωση:


    



    [image: ] αν [image: ], μόνο αριστερά του Μ


    



    [image: ] , μόνο άνω ή μόνο κάτω του Μ αν [image: ]


    



    Είναι φανερό ότι: Εάν μία συνάρτηση έχει παράγωγο στο [image: ] και αν έχει έννοια η αναζήτηση των πλευρικών παραγώγων, τότε οι πλευρικές παράγωγοι είναι ίσες με την παράγωγο. Επίσης ισχύει και το αντίστροφο.


    



    Σημείωση:


    



    Αν έχει έννοια η αναζήτηση της μίας και μόνο πλευρικής παραγώγου, τότε παράγωγος ονομάζεται η αντίστοιχη πλευρική παράγωγος της οποίας η αναζήτηση έχει έννοια.


    



    Μη παραγωγίσιμη συνάρτηση


    



    Μία συνάρτηση δεν είναι παραγωγίσιμη σε ένα σημείο Α, αν:


    α) Δεν είναι συνεχής στο Α, είτε γιατί είναι μεμονωμένο σημείο του πεδίου ορισμού , είτε γιατί δεν υπάρχει το όριο της συνάρτησης στο [image: ], είτε γιατί [image: ].. Οι περιπτώσεις αυτές περιγράφονται γραφικά Σχήμα 5.3 πάνω αριστερά, πάνω δεξιά και κάτω αντίστοιχα. Η τρίτη περίπτωση ονομάζεται άλμα ασυνέχειας (jump discontinuity).


    
      
        

      

    


    
      [image: ]

    


    



    Σχήμα 5.3: Μη παραγωγίσιμη συνάρτηση λόγω μη συνέχειας.


    



    β) Είναι συνεχής, αλλά δεν υπάρχει το όριο του λόγου μεταβολής, διότι


    



    ή [image: ]


    



    ή [image: ]


    



    Οι περιπτώσεις αυτές περιγράφονται γραφικά στο Σχήμα 5.4 πάνω αριστερά, πάνω δεξιά και κάτω αντίστοιχα. Τέσσερις άλλες περιπτώσεις μη παραγωγισιμότητας συνεχών συναρτήσεων περιγράφονται στο Σχήμα 5.5.


    
      
        

      

    


    
      [image: ]

    


    



    Σχήμα 5.4: Μη παραγωγίσιμη συνάρτηση λόγω μη ύπαρξης ορίου του λόγου μεταβολής.


    
      
        

      

    


    
      [image: ]

    


    



    Σχήμα 5.5: Παραδείγματα μη παραγωγισιμότητας συνεχών συναρτήσεων.


    



    Θεώρημα παραγωγισιμότητας / συνέχειας


    



    Αν μία συνάρτηση f: είναι παραγωγίσιμη στο [image: ], τότε θα είναι και συνεχής στο [image: ].


    



    Απόδειξη:


    



    Είναι γνωστό ότι[image: ]


    



    Θα αποδειχθεί ότι [image: ]


    



    [image: ]


    



    και αφού [image: ]σταθερό: [image: ]


    



    Άμεση συνέπεια:


    



    Αν μια συνάρτηση f: δεν είναι συνεχής σε ένα σημείο [image: ], τότε δεν είναι και παραγωγίσιμη σε αυτό το σημείο. Διότι, αν ήταν παραγωγίσιμη θα ήταν και συνεχής. Ωστόσο, πρέπει να τονιστεί ότι το αντίστροφο δεν ισχύει. Αν η f: είναι συνεχής στο [image: ], δεν προκύπτει συμπέρασμα για την παραγωγισιμότητα.


    



    Γωνιώδες σημείο


    



    Αν μια συνάρτηση f: είναι συνεχής, αλλά όχι παραγωγίσιμη σε ένα σημείο x = x0, και τα πλευρικά όρια του λόγου μεταβολής της είναι πεπερασμένα, τότε το σημείο αυτό λέγεται γωνιώδες σημείο της γραφικής παράστασης της f:


    



    Ορισμός παραγωγισιμότητας σε σύνολο


    



    Επεκτείνοντας την έννοια της παραγωγισιμότητας συνάρτησης σε ένα σημείο, δίνονται οι παρακάτω ορισμοί:


    



    Μία συνάρτηση είναι παραγωγίσιμη σε ένα διάστημα, αν είναι παραγωγίσιμη με κάθε σημείο του διαστήματος.


    



    Μία συνάρτηση λέγεται παραγωγίσιμη, αν είναι παραγωγίσιμη σε όλο το πεδίο ορισμού της.


    



    5.3 Οδηγίες για την αντιμετώπιση προβλημάτων παράγωγου αριθμού


    



    Στην παράγραφο αυτήν παρατίθεται μια μεθοδολογία αντιμετώπισης προβλημάτων σχετικά με τους ορισμούς παραγώγου αριθμού και παραγωγισιμότητας. Ανάλογα με τη φύση του προβλήματος, διακρίνονται οι παρακάτω περιπτώσεις:


    



    5.3.1 Εξέταση παραγωγισιμότητας σε σημείο


    



    Δίνεται μία συνάρτηση και ζητείται να εξεταστεί αν είναι παραγωγίσιμη σε ένα σημείο [image: ] του πεδίου ορισμού. Τα πρόβλημα της μορφής αυτής ανάγεται σε πρόβλημα αναζήτησης ορίου.


    



    Παράδειγμα 5.2


    Δίνεται η συνάρτηση f: [image: ], [image: ].. Να εξεταστεί αν είναι παραγωγίσιμη στο [image: ]=1 και να δοθεί η γεωμετρική ερμηνεία του αποτελέσματος.


    



    Λύση


    



    Πεδίο ορισμού της f: θα είναι το σύνολο: [image: ]


    



    Άρα, έχει έννοια η αναζήτηση της παραγώγου.


    



    [image: ]


    



    Θα είναι: [image: ]


    



    Γεωμετρικά αυτό σημαίνει ότι η εφαπτομένη της γραφικής παράστασης της f: στο [1, f(1)] είναι οριζόντια.


    



    Η εργασία για τις ασκήσεις αυτής της μορφής, καθορίζεται από τη μορφή της συνάρτησης.


    



    i) Συναρτήσεις απλού τύπου


    



    Παράδειγμα 5.3


    Δίνεται η συνάρτηση f: [image: ]. Να εξεταστεί αν είναι παραγωγίσιμη στο σημείο [image: ]= –1 και να δοθεί η γεωμετρική ερμηνεία του αποτελέσματος.


    



    Λύση


    



    Προφανώς, πεδίο ορισμού της συνάρτησης θα είναι το σύνολο: [image: ]


    



    Άρα, έχει έννοια η αναζήτηση της παραγώγου στο –1.


    



    [image: ]


    



    Άρα: [image: ]


    



    Η εφαπτομένη της γραφικής παράστασης της f: στο [image: ] έχει συντελεστή διεύθυνσης [image: ] και η εξίσωσή της είναι:


    



    [image: ]


    



    Παρατήρηση:


    



    Οι αναζητήσεις αυτές παραγώγων οδηγούν σε απροσδιόριστες μορφές [image: ], [image: ] ή σε μορφή[image: ].


    



    ii) Συναρτήσεις με ρίζες


    



    Αν ο τύπος της συνάρτησης εμπεριέχει ρίζες, συνήθως προκύπτει η μορφή [image: ] που αντιμετωπίζεται αρχικά με διάσπαση.


    



    Στην περίπτωση της μορφής[image: ], ακολουθείται η διαδικασία πολλαπλασιασμού και διαίρεσης με το [image: ].


    



    Παράδειγμα 5.4


    



    Δίνεται η συνάρτηση f: [image: ]. Να εξεταστεί αν είναι παραγωγίσιμη στα σημεία [image: ], [image: ] και να δοθεί η γεωμετρική ερμηνεία του αποτελέσματος.


    



    Λύση


    



    Η f: ορίζεται όταν: [image: ]


    



    Άρα, πεδίο ορισμού της f: θα είναι το σύνολο: [image: ]


    



    Στο 2: [image: ]


    



    [image: ]


    



    Θα είναι:


    
      
        

      

    


    
      [image: ]

    


    



    [image: ]


    



    Η γραφική παράσταση της f: έχει στο σημείο [image: ] κατακόρυφη εφαπτομένη [image: ]


    



    Στο 1/2: [image: ]


    



    [image: ]


    



    άρα [image: ]


    



    Η εφαπτομένη της γραφικής παράστασης της f: στο [image: ] έχει συντελεστή διεύθυνσης: [image: ] και εξίσωση:


    



    [image: ]


    



    iii) Κλιμακωτές συναρτήσεις


    Στην περίπτωση αναζήτησης παραγωγισιμότητας στα σημεία διαμέρισης συναρτήσεων με κλάδους, πρώτα ελέγχεται η συνέχεια στα σημεία διαμέρισης. Αν η συνάρτηση δεν είναι συνεχής, δεν υπάρχει η παράγωγος. Αν η συνάρτηση είναι συνεχής, χωρίς αναφορά στη συνέχεια, υπολογίζονται οι πλευρικές παράγωγοι και συγκρίνονται.


    



    Παράδειγμα 5.5


    Δίνεται η συνάρτηση: [image: ]


    



    Να βρεθεί η παράγωγος της f: στο 1.


    



    Λύση:


    



    Ελέγχεται η συνέχεια στο 1:


    



    Αν [image: ]: [image: ]


    
      
        

      

    


    
      [image: ]

    


    


    



    Η συνάρτηση δεν είναι συνεχής στο 1, άρα δεν είναι παραγωγίσιμη.


    



    Παράδειγμα 5.6


    Να εξεταστεί αν είναι παραγωγίσιμη η [image: ]


    



    Να βρεθεί η εφαπτομένη ή οι πλευρικές ημιεφαπτομένες και να σχεδιαστεί το αντίστοιχο διάγραμμα.


    



    Λύση


    



    Για [image: ] [image: ]


    



    [image: ]


    



    Για [image: ] [image: ]


    



    [image: ]


    



    Είναι[image: ]


    



    Άρα, η f: δεν είναι παραγωγίσιμη στο 0


    



    Αλλά η f: είναι συνεχής στο 0, άρα το σημείο (0,0) είναι γωνιώδες σημείο της γραφικής παράστασης της f:


    



    [image: ] Η εξ αριστερών ημιεφαπτομένη στο Ο(0,0) έχει λ1=1 και εξίσωση [image: ]


    



    [image: ] Η εκ δεξιών ημιεφαπτομένη στο Ο(0,0) έχει λ2=-1 και εξίσωση [image: ]


    



    Οι ημιεφαπτομένες είναι οι διχοτόμοι των [image: ], [image: ] και είναι κάθετες μεταξύ τους. Το διάγραμμα της συνάρτησης και οι εφαπτομένες παρουσιάζονται στο Σχήμα 5.6.


    
      
        

      

    


    
      [image: ]

    


    



    Σχήμα 5.6: Γραφική παράσταση της συνάρτησης του παραδείγματος 5.6.


    



    Παράδειγμα 5.7


    Δίνεται η συνάρτηση: [image: ]


    



    Να εξεταστεί η παραγωγισιμότητα στο σημείο διαμέρισης και να δοθεί η γεωμετρική ερμηνεία του αποτελέσματος.


    



    Λύση


    
      
        

      

    


    
      [image: ]

    


    



    Άρα, η f: είναι παραγωγίσιμη στο Ο και μάλιστα [image: ]


    



    Άρα, η εφαπτομένη έχει συντελεστή διεύθυνσης 0, οπότε είναι οριζόντια με εξίσωση [image: ].


    



    Επομένως, η εφαπτομένη στο σημείο διαμέρισης είναι ο άξονας x’x.


    



    Παράδειγμα 5.8


    Δίνεται η συνάρτηση [image: ]


    



    Να εξεταστεί η παραγωγισιμότητα στο σημείο διαμέρισης και να δοθεί η γεωμετρική ερμηνεία του αποτελέσματος.


    



    Για [image: ] [image: ]


    



    Είναι: [image: ] οπότε: [image: ]


    



    [image: ]


    



    Για [image: ] [image: ]


    



    [image: ]


    



    Η f: δεν είναι παραγωγίσιμη στο 1, αλλά έχει παράγωγο:


    



    [image: ]


    



    Άρα εφαπτομένη στο Μ(1,1) είναι η κατακόρυφη x=1.


    



    Παράδειγμα 5.9


    Δίνεται η συνάρτηση [image: ]


    



    Να εξεταστεί η παραγωγισιμότητα στο σημείο διαμέρισης και να δοθεί η γεωμετρική ερμηνεία του αποτελέσματος.


    



    Λύση


    



    Για [image: ] [image: ]


    



    [image: ]


    



    Για [image: ] [image: ]


    



    [image: ]


    



    Η f: δεν είναι παραγωγίσιμη στο 1 ούτε έχει παράγωγο.


    



    [image: ] Η εξ αριστερών ημιεφαπτομένη στο (1,1) είναι η κατακόρυφη ημιευθεία x=1 κάτω από το (1,1).


    



    [image: ] Η εκ δεξιών ημιεφαπτομένη στο (1,1) είναι η κατακόρυφη ημιευθεία x=1 κάτω από το (1,1).


    



    Άρα, το σημείο (1,1) είναι γωνιώδες σημείο της γραφικής παράστασης της f:


    



    iv) Συναρτήσεις της μορφής [image: ]


    



    Θα πρέπει να υπολογιστεί το όριο της συνάρτησης στο ζητούμενο σημείο. Για τον σκοπό αυτόν:


    



    Ελέγχεται το μη τριγωνομετρικό μέρος. Αν έχει όριο 0, υπάρχει γινόμενο μηδενικής επί φραγμένη συνάρτηση και το όριο βρίσκεται με ανισότητες. Αν δεν έχει όριο 0, ελέγχεται το όριο του τόξου. Αν το τόξο έχει όριο 0, η παράσταση διαιρείται και πολλαπλασιάζεται με το τόξο σε εκθέτη ίσο με τον εκθέτη του ημιτόνου. Έτσι, γίνεται αναγωγή σε παράσταση της μορφής: sinf(x)/f(x).


    



    Αν ούτε το τόξο έχει όριο 0, τότε το ζήτημα αντιμετωπίζεται με τη βοήθεια ακολουθιών ή με τη μέθοδο της εις άτοπου απαγωγής, σε συνδυασμό με τη χρησιμοποίηση των ορισμών των ορίων.


    



    Παράδειγμα 5.10


    Δίνεται η συνάρτηση f: με τύπο [image: ]


    



    Να εξεταστεί αν είναι παραγωγίσιμη στο [image: ].


    



    Λύση


    



    Έχουμε: [image: ]


    



    [image: ]


    



    Η f: είναι φραγμένη στο IR*, άρα δεν έχει όριο το ±∞.


    



    Θα αποδειχθεί ότι δεν έχει πεπερασμένο όριο.


    



    Έστω ότι έχει πεπερασμένο όριο και έστω [image: ]


    



    Τότε [image: ], ώστε [image: ], όταν [image: ]


    



    Αν [image: ], τότε: [image: ], [image: ].


    



    Θα είναι:


    



    [image: ]


    



    Μάλιστα για [image: ] θα είναι [image: ] (Α)


    



    Αν τεθεί [image: ], [image: ] όταν [image: ]


    



    Έτσι: [image: ] άτοπο λόγω της (Α).


    



    Επομένως, η f: δεν είναι παραγωγίσιμη στο 0.


    



    Παράδειγμα 5.11


    Δίνεται η συνάρτηση f: με [image: ].


    



    Να εξεταστεί η παραγωγισιμότητά της στο [image: ].


    Λύση:


    



    [image: ]


    



    Θα είναι: [image: ]


    



    Οπότε: [image: ]


    



    Άρα, η f: είναι παραγωγίσιμη στο 0 και μάλιστα [image: ]


    



    v) Συναρτήσεις διακλαδώσεων με εκθετικές ή λογαριθμικές παραστάσεις


    Αν υπάρχουν διακλαδώσεις με εκθετικούς ή λογαριθμικούς όρους, χρησιμοποιούνται συγκρίσεις ή ο κανόνας DeL’ Hospital. Ο κανόνας αυτός θα παρουσιαστεί σε κεφάλαιο εφαρμογών του διαφορικού λογισμού σε επόμενο σύγγραμμα λογισμού.


    



    vi) Συναρτήσεις με απόλυτα


    Στην περίπτωση συναρτήσεων με παραστάσεις που περιέχουν απόλυτα, η συνάρτηση γράφεται σε διακλαδισμένη μορφή. Δεν είναι ανάγκη να ελεγχθεί η συνέχεια. Βρίσκονται οι πλευρικές παράγωγοι και εξάγονται συμπεράσματα από τη σύγκριση των τιμών που προκύπτουν.


    



    Παράδειγμα 5.12


    Δίνεται η συνάρτηση f: με τύπο [image: ]. Να εξεταστεί η παραγωγισιμότητά της στο 0.


    Λύση:


    



    Θα είναι:


    



    [image: ]


    



    Βρίσκονται οι πλευρικές παράγωγοι στο 0.


    



    Αν x>0 [image: ]


    



    [image: ]


    



    Αν x<0 [image: ]


    



    [image: ]


    



    Επειδή [image: ], η f: δεν είναι παραγωγίσιμη στο 0.


    



    Παράδειγμα 5.13


    Δίνεται η συνάρτηση f: με τύπο [image: ]. Να εξεταστεί η παραγωγισιμότητά της στο [image: ].


    



    Λύση:


    



    Θα είναι:


    



    [image: ]


    



    Βρίσκονται οι πλευρικές παράγωγοι στο 2.


    



    Αν x>2 [image: ]


    



    [image: ]


    



    Η f: δεν είναι παραγωγίσιμη.


    



    Αν x<2 [image: ]


    



    [image: ]


    



    Επειδή [image: ], η f: δεν είναι παραγωγίσιμη, ούτε έχει παράγωγο στο 2. Σε ότι αφορά τη γεωμετρική ερμηνεία του αποτελέσματος:


    



    Στο σημείο (2,0), η δεξιά ημιεφαπτομένη είναι η κατακόρυφη ευθεία x=2, άνω του Μ(2,0).


    



    Στο σημείο (2,0), η αριστερή ημιεφαπτομένη είναι η κατακόρυφη ευθεία x=2, άνω του Μ(2,0).


    



    Το σημείο Μ είναι γωνιώδες σημείο της γραφικής παράστασης της f: (Σχήμα 5.7)


    
      
        

      

    


    
      [image: ]

    


    



    Σχήμα 5.7: Γραφική παράσταση της συνάρτησης του παραδείγματος 5.13 .


    



    Παράδειγμα 5.14


    Δίνεται η συνάρτηση f: με τύπο [image: ]. Να εξεταστεί η παραγωγισιμότητά της στο 1.


    



    Λύση


    



    Θα είναι:


    



    [image: ]


    



    Αν x>1 [image: ]


    



    [image: ]


    



    Αν x<1 [image: ]


    



    [image: ]


    



    Άρα, η f: είναι παραγωγίσιμη στο 1 και μάλιστα [image: ]


    



    vii) Συναρτήσεις ν-οστής ρίζας σε δύναμη του υπορίζου.


    Για τον υπολογισμό παραγώγων συναρτήσεων τέτοιου τύπου, υπενθυμίζεται ο ορισμός της έκφρασης [image: ] με μ, ν ακέραιους, στο σύνολο των πραγματικών αριθμών:


    



    Η [image: ]ορίζεται όταν [image: ]. Είναι [image: ]


    



    [image: ]


    



    Για τη μελέτη της παραγώγου, γράφεται η ρίζα ως δύναμη με κλασματικό εκθέτη και ανάλογα με το αν προκύπτει απόλυτο ή όχι, βρίσκεται το όριο του λόγου μεταβολής ή τα πλευρικά όρια του λόγου μεταβολής.


    



    Επισημαίνεται ότι αρχικά γίνεται έλεγχος του εκθέτη του υπορίζου.


    



    Παράδειγμα 5.15


    Δίνεται η συνάρτηση f: με τύπο [image: ]. Να βρεθεί η παράγωγός της στο 0 και να δοθεί η γεωμετρική ερμηνεία του αποτελέσματος.


    



    Λύση


    



    Προφανώς πεδίο ορισμού της f: θα είναι το σύνολο [image: ]


    



    Αν x>0 [image: ]


    



    [image: ]


    



    Επομένως, ηf: δεν είναι παραγωγίσιμη στο 0.


    



    Αν x<0 [image: ]


    



    [image: ]


    



    Επομένως, η f: δεν έχει παράγωγο στο 0.


    



    Για x=0, η γραφική παράσταση της f: έχει εξ αριστερών ημιεφαπτομένη την x=0 άνω του (0,0).


    



    Ακόμη έχει εκ δεξιών εφαπτομένη την κατακόρυφη ημιευθεία x=0 άνω του (0,0).


    



    Το (0,0) είναι γωνιώδες σημείο της καμπύλης. Οι δύο ημιεφαπτομένες ταυτίζονται μεταξύ τους και με τον ημιάξονα 0y.


    



    Παράδειγμα 5.16


    Δίνεται η συνάρτηση f: με τύπο [image: ]. Να βρεθεί η παράγωγός της για [image: ].


    



    Λύση


    



    Προφανώς, πεδίο ορισμού της f: θα είναι το σύνολο [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Η f: δεν είναι παραγωγίσιμη στο 0, αλλά [image: ].


    



    Έχει κατακόρυφη εφαπτομένη την x=0.


    



    Παράδειγμα 5.17


    Δίνεται η συνάρτηση f: με τύπο [image: ]. Να βρεθεί η παράγωγός της για [image: ].


    



    Λύση


    



    Προφανώς, πεδίο ορισμού της f: θα είναι το σύνολο [image: ]


    



    [image: ]


    



    Αν x>0 [image: ]


    



    [image: ]


    



    Αν x<0 [image: ]


    



    [image: ]


    



    Άρα [image: ]. Η εφαπτομένη της γραφικής παράστασης της f: στο (0,0) έχει συντελεστή διεύθυνσης [image: ], είναι δηλαδή ο οριζόντιος άξονας x’x.


    



    5.3.2 Παράγωγοι υπό συνθήκες


    



    Το είδος αυτό προβλημάτων υπολογισμού παραγώγων, αφορά προβλήματα ορίων υπό συνθήκες. Η προϋπόθεση μπορεί να είναι σχέση ισότητας, ανισότητας ή κάποιο όριο.


    



    i) Συνθήκη με σχέση ισότητας


    Στην περίπτωση αυτή, γίνεται προσπάθεια να δημιουργηθεί και να απομονωθεί ο λόγος[image: ] ή [image: ] ή [image: ] και να εκφραστεί συναρτήσει γνωστών παραστάσεων.


    



    Στη συνέχεια, βρίσκεται το όριο


    



    Παράδειγμα 5.18


    Η f: ορίζεται στο [image: ] και παίρνει τιμές στο ΙR*.


    



    Ακόμη ισχύει [image: ][image: ].


    



    Να εξεταστεί η παραγωγισιμότητά της.


    



    Λύση


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Άρα: [image: ]


    



    Η f: είναι παραγωγίσιμη [image: ] και μάλιστα [image: ]


    



    Παράδειγμα 5.19


    Η f: ορίζεται στο ΙR. Επίσης ισχύει [image: ].


    



    Να μελετηθεί ως προς την παραγωγισιμότητά της.


    



    Λύση


    



    [image: ]


    



    Άρα: [image: ]


    



    Η f: είναι παραγωγίσιμη [image: ] και μάλιστα [image: ]


    



    Παράδειγμα 5.20


    Οι f: και g: είναι τέτοιες, ώστε [image: ][image: ].


    



    Αν οι g: και f: είναι παραγωγίσιμες στο IR, τότε να αποδειχθεί ότι [image: ].


    



    Λύση


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ][image: ]


    



    Παράδειγμα 5.21


    Για την f: ισχύει: [image: ][image: ].


    



    Αν [image: ], να αποδειχθεί ότι είναι παραγωγίσιμη και να βρεθεί η παράγωγός της.


    



    Λύση


    



    [image: ]


    



    και [image: ]


    



    ii) Συνθήκη με σχέση ανισότητας


    



    Παράδειγμα 5.22


    Για τη συνάρτηση f: ισχύει [image: ] Να αποδειχθεί ότι είναι παραγωγίσιμη στο 0 και να βρεθεί η εξίσωση της εφαπτομένης της γραφικής παράστασης της f: στο σημείο [image: ].


    



    Λύση


    



    Για x=0:


    



    [image: ]


    



    1ος τρόπος:


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Άρα, η f: είναι παραγωγίσιμη στο 0 και [image: ]


    



    2ος τρόπος:


    
      
        

      

    


    
      [image: ]

    


    



    Παράδειγμα 5.23


    Η f: είναι τέτοια, ώστε: [image: ][image: ]. Να βρεθεί, αν υπάρχει, η παράγωγός της στο 0.


    



    Λύση


    



    Για x=0: [image: ]


    



    [image: ]


    



    Ο λόγος μεταβολής είναι: [image: ]


    



    [image: ]


    



    Θέτω[image: ]


    



    Τότε [image: ]. Είναι: [image: ]


    



    Η [image: ] ως άθροισμα συναρτήσεων με πεπερασμένα όρια, έχει όριο:


    



    [image: ]


    



    Η εφαπτομένη της Cf: στο (0,0) έχει εξίσωση:


    



    [image: ]


    



    iii) Συνθήκη με βάση κάποιο όριο


    Στην περίπτωση αυτή εξετάζεται αν εφαρμόζεται η τεχνική της βοηθητικής συνάρτησης. Αλλιώς, μετασχηματίζεται το ζητούμενο όριο, ώστε να φτάσει στη μορφή του γνωστού ορίου.


    



    Παράδειγμα 5.24


    Αν [image: ] και [image: ] .


    



    Να εξεταστεί αν η f: είναι παραγωγίσιμη στο 1.


    



    Λύση


    



    Αν x>1 [image: ]


    



    [image: ]


    



    Αν x<1 [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ], άρα η f: είναι παραγωγίσιμη στο 1.


    



    Η εφαπτομένη της γραφικής παράστασης στο (1,e) έχει συντελεστή διευθύνσεως λ=2e και εξίσωση


    



    [image: ].


    



    iv) Γενικά παραδείγματα στις παραγώγους υπό συνθήκες


    



    Παράδειγμα 5.15


    Δίνεται η f: τέτοια, ώστε [image: ][image: ].


    



    Να αποδειχθεί ότι η f: είναι παραγωγίσιμη στο [image: ] και να βρεθεί η εξίσωση της εφαπτομένης της γραφικής παράστασης στο σημείο [image: ].


    



    Λύση


    



    Για x=1: [image: ] (Α) [image: ]


    



    Άρα [image: ]


    



    Αν x>1 ⇒ x–1 > 0, διαιρώ τα μέλη της (Α) με x–1:


    



    [image: ]


    



    Αν x<1 ⇒ x–1 < 0, διαιρώ τα μέλη της (Α) με x–1:


    



    [image: ]


    



    Άρα, η f: είναι παραγωγίσιμη στο 1: [image: ].


    



    Στο [image: ] ή Μ(1,0) η εφαπτομένη έχει συντελεστή διευθύνσεως λ=[image: ] και εξίσωση [image: ].


    



    Παράδειγμα 5.26


    Δίνεται η f: τέτοια, ώστε [image: ][image: ]. Να αποδειχθεί ότι η f: είναι συνεχής και παραγωγίσιμη στο 0.


    



    Λύση


    



    Για x=0: [image: ] (Α) ⇒


    



    [image: ] (1)


    



    [image: ]


    



    οπότε: [image: ]


    



    Ακόμη: [image: ]


    



    Η f: με [image: ] ως άθροισμα συναρτήσεων που έχουν όρια στο 0, έχει όριο στο 0.


    



    [image: ] (2)


    



    Δηλαδή (1), (2) ⇒ [image: ]


    



    Άρα, η f: είναι συνεχής στο 0.


    



    [image: ]


    



    (Α) ⇒ [image: ]


    



    [image: ]


    



    Άρα [image: ].


    



    Παράδειγμα 5.27


    Αν η συνάρτηση f: είναι παραγωγίσιμη στο [image: ], να βρεθεί το όριο [image: ]


    



    Λύση


    



    Δίνεται: [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Είναι [image: ] [image: ]σταθερό


    



    [image: ]


    



    Παράδειγμα 5.28


    Αν η f: είναι παραγωγίσιμη στο [image: ], να βρεθεί το όριο [image: ].


    



    Λύση


    



    Υπάρχει: [image: ]


    



    Θα είναι: [image: ]


    



    [image: ]


    



    Επειδή η f: είναι παραγωγίσιμη στο α, θα είναι και συνεχής σε αυτό, οπότε: [image: ].


    



    Θα είναι: [image: ] (2)


    



    Ο λόγος [image: ] έχει όριο στο α ως γινόμενο συναρτήσεων που έχουν όριο.


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Παράδειγμα 5.29


    Η συνάρτηση f: είναι τέτοια, ώστε [image: ][image: ]και η f: είναι παραγωγίσιμη στο 0. Να αποδειχθεί ότι η f: είναι παραγωγίσιμη στο ΙR*.


    



    Λύση


    



    1ος τρόπος:


    



    Αφού η f: είναι παραγωγίσιμη στο 0, θα είναι[image: ]


    



    Για y=0 είναι: [image: ] (1) [image: ]


    



    Άρα [image: ] (2)


    



    (1) ⇒ [image: ]


    



    [image: ]


    



    Άρα [image: ][image: ]


    



    2ος τρόπος: Βάζω [image: ] οπότε: [image: ]


    



    Θα είναι: [image: ]


    



    [image: ] άρα [image: ][image: ]


    



    Παράδειγμα 5.30


    Αν [image: ][image: ] και η f: είναι παραγωγίσιμη στο 1, να αποδειχθεί ότι η f: είναι παραγωγίσιμη στο ΙR*.


    



    Λύση


    



    Αφού η f: είναι παραγωγίσιμη στο 1, θα είναι:


    



    [image: ] (1)


    



    Για x=1: [image: ] (2) [image: ]


    



    Άρα (1) ⇒ [image: ] (3)


    



    Βάζω [image: ] οπότε: [image: ]


    



    Θα είναι: [image: ]


    



    [image: ]


    



    Άρα, η f: είναι παραγωγίσιμη [image: ] και μάλιστα [image: ].


    



    5.3.3 Παραμετρικοί προσδιορισμοί


    



    Στα προβλήματα αυτά, δίδεται μια παραμετρική διακλαδισμένη συνάρτηση. Ζητείται ο προσδιορισμός των παραμέτρων, ώστε η συνάρτηση να είναι παραγωγίσιμη σε κάποιο σημείο διακλαδώσεων.


    Βρίσκεται ένα σύστημα ως προς τις παραμέτρους παίρνοντας 2 συνθήκες:


    



    Ότι η f: πρέπει να είναι συνεχής στο σημείο διακλαδώσεως: [image: ]


    



    Ότι οι πλευρικές παράγωγοι θα πρέπει να είναι ίσες στο σημείο διακλαδώσεως.


    



    Μάλιστα, όταν βρίσκονται τα όρια και η τιμή της συνάρτησης στη συνθήκη συνέχειας, αποφεύγεται οποιαδήποτε απλοποίηση! Αντίθετα, χρησιμοποιείται η μη απλοποιημένη σχέση για τον προσδιορισμό της μιας πλευρικής παραγώγου.


    



    Παράδειγμα 5.31


    Δίνεται η συνάρτηση f: με τύπο [image: ]


    



    Να προσδιορίσετε τα α,β, ώστε να είναι παραγωγίσιμη στο 1.


    



    Λύση


    



    Καταρχήν, θα πρέπει να είναι συνεχής στο 1. Δηλαδή:


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Πρέπει: [image: ] (Α)


    



    Ακόμα, πρέπει: [image: ]


    



    Αν x>1: [image: ]


    



    [image: ]


    



    Αν x<1: [image: ]


    



    [image: ]


    


    



    [image: ]


    



    Πρέπει: [image: ] (Β)


    



    Από (Α), (Β) ⇒ [image: ] Αδύνατο.


    



    Επομένως, δεν υπάρχουν α και β τέτοια, ώστε η f: να είναι παραγωγίσιμη στο 1.


    



    Παράδειγμα 5.32


    Αν [image: ], να εξεταστεί αν η συνάρτηση f: [image: ] είναι παραγωγίσιμη στο 0.


    



    Λύση


    



    Θα είναι: [image: ] (1)


    



    [image: ] οπότε για x=0: [image: ]


    



    Αν x<0:


    



    [image: ]


    



    Τίθεται[image: ] και [image: ] για [image: ], οπότε:


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Αν x>0:


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Η f: δεν είναι παραγωγίσιμη στο 0, ούτε έχει παράγωγο.


    



    5.4 Παράγωγος Συνάρτηση


    



    5.4.1 Ορισμός της παραγώγου συνάρτησης


    



    Έστω μία συνάρτηση f: με πεδίο ορισμού το Α. Το όριο:


    



    [image: ]


    



    αν υπάρχει, ορίζεται μονότιμα, επομένως η αντιστοιχίαx → f΄(x) γίνεται μόνο με έναν τρόπο.


    



    Επομένως, [image: ] στο οποίο η συνάρτηση είναι παραγωγίσιμη, η αντιστοιχία του x στον παράγωγο αριθμό του, γίνεται με έναν μόνο τρόπο.


    



    Αν λοιπόν[image: ] που περιέχει τα σημεία στα οποία η f: είναι παραγωγίσιμη, μπορεί να οριστεί μια καινούρια συνάρτηση με πεδίο ορισμού το A1 και τύπο: y΄ = f΄(x) που αντιστοιχεί τα x στους παράγωγους αριθμούς τους.


    



    Η νέα αυτή συνάρτηση λέγεται πρώτη παράγωγος και συμβολίζεται με [image: ].


    



    Παράδειγμα 5.33


    Να βρεθεί η παράγωγος συνάρτηση της [image: ].


    Λύση:


    



    Έστω [image: ], [image: ] [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ][image: ]


    



    Η παράγωγος συνάρτηση είναι μια νέα συνάρτηση που μας δίνει τις παραγώγους σε κάθε σημείο με απλή αντικατάσταση.


    



    Δηλαδή στο παραπάνω παράδειγμα, για να βρούμε την [image: ], αντί για:


    



    [image: ]


    



    Θα είναι [image: ]


    



    5.4.2 Τύποι των Παραγώγων


    



    Οι τύποι των παραγώγων δίνουν τις παραγώγους συναρτήσεις των στοιχειωδών συναρτήσεων και αποτελούνται από δύο τμήματα:


    α) Από τον περιορισμό που δηλώνει πότε η συνάρτηση είναι παραγωγίσιμη.


    β) Από το αλγεβρικό τμήμα που δίνει τον τύπο.


    



    Παρακάτω, δίνονται οι παράγωγες συναρτήσει κάποιων γνωστών, συνηθισμένων εκφράσεων. Με A και A1 συμβολίζονται το πεδίο ορισμού και το σύνολο στο οποίο είναι παραγωγίσιμη η f: αντίστοιχα.


    



    [image: ] στο IR


    [image: ] στο IR


    [image: ] στο IR


    [image: ] στο IR


    [image: ] στο IR


    [image: ] στο IR*


    [image: ] στο [image: ]


    [image: ] αν [image: ]: Α=IR, A1=IR*


    αν [image: ]: Α=IR*, A1=IR*


    αν [image: ]: Α=IR*, A1=IR*


    αν [image: ]: αν α>1: Α=IR+, A1=IR+


    αν 0<α<1: Α=IR+, A1=[image: ]


    αν α<0: Α=[image: ], A1=[image: ]


    [image: ] στο IR


    [image: ] στο IR


    [image: ] στο [image: ]


    [image: ] στο IR*


    [image: ] στο [image: ]


    [image: ] στο IR


    [image: ] στο IR


    [image: ] στο [image: ][image: ]


    [image: ] στο [image: ][image: ]


    [image: ] στο [image: ]


    [image: ] στο IR*


    



    Σημείωση: Απόδειξη του τελευταίου τύπου


    



    Θα είναι[image: ] ή [image: ]


    



    Αν x>0 , η f: είναι παραγωγίσιμη: [image: ]


    



    Αν x<0 , η f: είναι παραγωγίσιμη: [image: ]


    



    Υπολογίζονται οι πλευρικές παράγωγοι στο 0.


    



    Αν x>0 [image: ] [image: ]


    



    Αν x>0 [image: ] [image: ]


    



    Η f: δεν είναι παραγωγίσιμη στο 0.


    



    Με τον ίδιο απλό τρόπο, αποδεικνύονται όλοι οι παραπάνω τύποι.


    


    



    5.4.3 Κανόνες Παραγώγισης


    



    Οι κανόνες παραγώγισης αναφέρονται στη μορφή της παραγωγιζόμενης συνάρτησης. Κάθε κανόνας αποτελείται από 2 τμήματα:


    



    Στο πρώτο, αιτιολογείται η ύπαρξη της παραγώγου και καθορίζεται το πεδίο ορισμού.


    



    Στο δεύτερο, δίνεται ο κανόνας υπολογισμού.


    



    Προσοχή: Απαγορεύεται αυστηρά η χρησιμοποίηση του δευτέρου τμήματος των κανόνων αυτών, αν δεν έχει αιτιολογηθεί η ύπαρξη παραγώγου και αν δεν έχει βρεθεί το πεδίο ορισμού!


    



    1ος Κανόνας (Πρόσθεση συναρτήσεων)


    



    Αν οι f: και g: είναι παραγωγίσιμες στο Α, τότε:


    Η f+g είναι παραγωγίσιμη στο Α


    [image: ]


    


    Γενίκευση:


    



    Αν οι f1, f2, …, fν είναι παραγωγίσιμες στο Α, τότε:


    Η f1+f2+…+fν είναι παραγωγίσιμη στο Α


    [image: ] με ν πεπερασμένο.


    



    Σημείωση: Άμεση συνέπεια:


    



    Η παράγωγος πολυωνύμου θα είναι:


    



    [image: ]


    



    2ος Κανόνας (Πολλαπλασιασμός συναρτήσεων)


    



    Αν οι f: και g: είναι παραγωγίσιμες στο Α, τότε:


    Η f·g είναι παραγωγίσιμη στο Α


    [image: ]


    


    



    Γενίκευση:


    



    Αν οι f1, f2, …, fν είναι παραγωγίσιμες στο Α, τότε:


    Η f1·f2·…·fν είναι παραγωγίσιμη στο Α


    [image: ]


    



    3ος Κανόνας (Διαίρεση συναρτήσεων)


    



    Αν οι f: και g: είναι παραγωγίσιμες στο Α, τότε:


    Η [image: ] είναι παραγωγίσιμη στο [image: ]


    [image: ]


    



    Σημείωση: Άμεση συνέπεια


    



    Αν η g: είναι παραγωγίσιμη στο Α, τότε:


    [image: ] παραγωγίσιμη στο [image: ] και [image: ]


    



    4ος Κανόνας (Σύνθεση συναρτήσεων)


    



    Αν η f: παραγωγίσιμη στο Α και g: παραγωγίσιμη στο [image: ], τότε:


    Η g◦f είναι παραγωγίσιμη στο Α


    [(g◦f)(x) ]΄=[g( f(x))]΄=g΄( f(x) ) ∙ f΄(x)


    



    Γενίκευση: Ο νόμος της αλυσίδας


    



    [image: ]


    



    Σημείωση: Αντίστοιχα, ο 1ος και ο 2ος κανόνας μπορούν να γραφούν:


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Οι τύποι των παραγώγων εφαρμόζονται μόνο όταν στη θέση του x είναι ακριβώς το x. Αν στη θέση του x ενός τύπου είναι μία παράσταση του x, τότε υπάρχει σύνθεση συναρτήσεων. Με λόγια, ο κανόνας της σύνθετης συνάρτησης σημαίνει ότι:


    «Αν στη θέση του x υπάρχει μία παράσταση του x, μπορεί να εφαρμοστεί ο εκάστοτε κανόνας θεωρώντας την παράσταση του x, στη συνέχεια να πολλαπλασιαστεί το αποτέλεσμα με την παράγωγο της παράστασης»


    



    Παράδειγμα 5.34


    Να βρεθεί η πρώτη παράγωγος της συνάρτησης [image: ]


    



    Λύση:


    Πεδίο ορισμού της f: είναι το σύνολο [image: ]


    Η [image: ] είναι παραγωγίσιμη στο ΙR.


    Η [image: ] είναι παραγωγίσιμη στο IR.


    Η f: ως γινόμενο παραγωγίσιμων συναρτήσεων είναι παραγωγίσιμη στο Α.


    [image: ]


    [image: ]


    



    Παράδειγμα 5.35


    Να βρεθεί η πρώτη παράγωγος της συνάρτησης f: με [image: ]


    Λύση:


    Η f: ορίζεται όταν [image: ]


    Έτσι πεδίο ορισμού της συνάρτησης είναι το σύνολο:


    [image: ]


    Η [image: ] είναι παραγωγίσιμη στο ΙR.


    Η [image: ] είναι παραγωγίσιμη όταν x>0.


    Άρα, η f: είναι παραγωγίσιμη στο σύνολο:


    [image: ]


    [image: ]


    [image: ]


    



    Παράδειγμα 5.36


    Αν [image: ], να βρείτε την 1η παράγωγο της [image: ].


    Λύση:


    Η παράσταση [image: ] ορίζεται στο [image: ]και είναι παραγωγίσιμη σε αυτό.


    Η f: είναι παραγωγίσιμη ως ρητή.


    Άρα, η g: σαν σύνθεση παραγωγίσιμων συναρτήσεων είναι παραγωγίσιμη όταν [image: ], δηλαδή στο [image: ].


    [image: ]


    [image: ]


    [image: ]


    



    Παράδειγμα 5.37


    Να βρεθεί η παράγωγος της συνάρτησης [image: ][image: ].


    Λύση:


    Η [image: ] είναι παραγωγίσιμη στο IR. Η sinx είναι παραγωγίσιμη στο IR.


    Επομένως, και ηs in( x2 + 1 ) είναι παραγωγίσιμη στο IR.


    Η [image: ] είναι παραγωγίσιμη, όταν [image: ], οπότε


    η [image: ][image: ] είναι παραγωγίσιμη για sin( x2 + 1 )≠ 0


    [image: ][image: ][image: ][image: ]


    Θα είναι:[image: ][image: ][image: ][image: ] [image: ] [image: ]


    [image: ][image: ] [image: ][image: ]


    



    Παράδειγμα 5.38


    Να βρεθεί η 1η παράγωγος της συνάρτησης f: με [image: ].


    Λύση:


    Η f: ορίζεται όταν [image: ]


    Πεδίο ορισμού της f: είναι το σύνολο


    [image: ]


    Η [image: ] είναι παραγωγίσιμη στο ΙR.


    Η [image: ] είναι παραγωγίσιμη στο [image: ].


    Άρα, η [image: ] είναι παραγωγίσιμη όταν [image: ] ως σύνθεση παραγωγισίμων συναρτήσεων.


    Ακόμη, η [image: ] είναι παραγωγίσιμη στο IR.


    Άρα, η f: ως γινόμενο παραγωγίσιμων συναρτήσεων είναι παραγωγίσιμη, όταν [image: ] δηλαδή στο σύνολο:


    [image: ]


    Τέλος: [image: ] [image: ]


    [image: ]


    



    5.4.4 Γενικευμένοι Τύποι των Παραγώγων


    



    Από τον κανόνα της σύνθετης συνάρτησης και τους βασικούς τύπους συναρτήσεων, προκύπτουν οι παρακάτω γενικευμένοι τύποι των παραγώγων. Ισχύουν οι ίδιοι περιορισμοί πεδίων ορισμού και παραγωγισιμότητας.


    



    [image: ]ρ[image: ][image: ]


    [image: ]


    [image: ]


    [image: ]


    [image: ]


    [image: ]


    [image: ]


    [image: ]


    [image: ]


    [image: ]


    [image: ]


    [image: ]


    [image: ]


    



    5.4.5 Παράγωγος γινομένου δυνάμεων


    Έστω [image: ] συναρτήσεις παραγωγίσιμες και [image: ]. Είναι:


    [image: ][image: ][image: ][image: ][image: ][image: ][image: ][image: ][image: ][image: ][image: ][image: ]


    [image: ][image: ][image: ][image: ][image: ]


    Ακόμη: [image: ][image: ][image: ][image: ][image: ]


    [image: ][image: ][image: ][image: ]


    



    Εξάγεται έτσι το συμπέρασμα ότι στην παράγωγο γινομένου και πηλίκου δυνάμεων δύο συναρτήσεων [image: ], προκύπτει ως κοινός παράγοντας το γινόμενο και το πηλίκο των δυνάμεων αντίστοιχα.


    Επίσης, όταν παραγωγίζεται γινόμενο ή πηλίκο δύο συναρτήσεων εκ των οποίων η μία είναι εκθετική, στο αποτέλεσμα βγαίνει πάντοτε κοινός παράγοντας η εκθετική συνάρτηση. Για μια παραγωγίσιμη συνάρτηση Α, θα είναι:


    [image: ]


    και: [image: ]


    



    Παράδειγμα 5.39


    Να βρεθεί η πρώτη παράγωγος της συνάρτησης f: με [image: ] [image: ].


    Λύση:


    Προφανώς, πεδίο ορισμού της f: θα είναι το σύνολο [image: ]


    Η [image: ][image: ] ως άθροισμα παραγωγίσιμων συναρτήσεων είναι παραγωγίσιμη.


    Άρα, η f: ως δύναμη παραγωγίσιμης συνάρτησης είναι παραγωγίσιμη.


    [image: ][image: ][image: ][image: ][image: ][image: ]


    [image: ][image: ][image: ][image: ][image: ][image: ][image: ][image: ]


    



    Παράδειγμα 5.40


    Να βρεθεί η πρώτη παράγωγος της συνάρτησης f: με [image: ][image: ][image: ][image: ].


    Λύση:


    Προφανώς, πεδίο ορισμού της f: είναι το σύνολο [image: ]


    Η f: ως γινόμενο δυνάμεων παραγωγίσιμων συναρτήσεων είναι παραγωγίσιμη στο IR.


    [image: ][image: ][image: ][image: ][image: ][image: ][image: ][image: ][image: ][image: ]


    [image: ][image: ][image: ][image: ][image: ][image: ][image: ][image: ][image: ][image: ]


    [image: ][image: ][image: ][image: ][image: ][image: ][image: ][image: ][image: ][image: ][image: ]


    [image: ][image: ][image: ][image: ][image: ][image: ][image: ][image: ]


    [image: ][image: ][image: ][image: ][image: ][image: ][image: ][image: ][image: ]


    



    Παράδειγμα 5.41


    Να βρεθεί η πρώτη παράγωγος της συνάρτησης f: με [image: ].


    Λύση:


    Η f: ορίζεται όταν [image: ]


    Πεδίο ορισμού της f: θα είναι το σύνολο


    [image: ]


    Η f: ως γινόμενο παραγωγίσιμων συναρτήσεων, είναι παραγωγίσιμη στο Α.


    [image: ]


    [image: ]


    [image: ]


    



    Παράδειγμα 5.42


    Να βρεθεί η πρώτη παράγωγος της συνάρτησης f: με [image: ].


    Λύση:


    Η f: ορίζεται όταν: [image: ]


    [image: ]


    Πίνακας προσήμων των επιμέρους όρων της συνάρτησης:


    
      [image: ]

    


    Πεδίο ορισμού της f: θα είναι το σύνολο


    [image: ]


    Η πρώτη παράγωγος συνάρτηση θα είναι:


    [image: ]


    [image: ]


    



    Παράδειγμα 5.43


    Να βρεθεί η πρώτη παράγωγος της συνάρτησης f: με [image: ].


    Λύση:


    Η f: ορίζεται όταν [image: ]


    Πεδίο ορισμού της f: θα είναι το σύνολο


    [image: ]


    Η f: είναι, προφανώς, παραγωγίσιμη. Η παράγωγος θα είναι:


    [image: ]


    [image: ]


    Παράδειγμα 5.44


    Να βρεθεί η πρώτη παράγωγος της συνάρτησης f: με [image: ].


    Λύση:


    Πεδίο ορισμού της f: θα είναι το σύνολο [image: ]


    Η f: ως σύνθεση παραγωγίσιμων συναρτήσεων [image: ], είναι παραγωγίσιμη στο IR.


    [image: ]


    



    5.5 Οδηγίες για τις Ασκήσεις στην Παράγωγο Συνάρτηση


    



    Στην παράγραφο αυτή, προτείνεται μια μεθοδολογία για την αντιμετώπιση προβλημάτων υπολογισμού παράγωγων συναρτήσεων. Υπάρχουν διάφοροι τύποι τέτοιων προβλημάτων, που ομαδοποιούνται παρακάτω ανάλογα με τη μέθοδο επίλυσης που απαιτούν.


    



    5.5.1 Υπολογισμοί παραγώγων


    Στο είδος αυτό προβλημάτων, δίνεται μία συνάρτηση με τον τύπο της y = f(x) και ζητείται να βρεθεί η πρώτη, η δεύτερη κ.λ.π παράγωγος. Για τη λύση τέτοιων προβλημάτων μπορεί κανείς να εργαστεί ακολουθώντας τα παρακάτω βήματα:


    Υπολογίζεται το πεδίο ορισμού της f:


    Με βάση τις ιδιότητες και τις γνωστές στοιχειώδεις συναρτήσεις υπολογίζεται η παραγωγισιμότητα


    Υπολογίζεται το πεδίο ορισμού της παραγώγου.


    Υπολογίζεται ο τύπος της παραγώγου εφαρμόζοντας τους κανόνες παραγώγισης.


    



    Παράδειγμα 5.45


    Να βρεθεί η πρώτη παράγωγος της συνάρτησης f: με [image: ].


    Λύση:


    Η f: ορίζεται όταν [image: ].


    Πεδίο ορισμού της f: θα είναι το σύνολο [image: ]


    Η [image: ] είναι πολυωνυμική, οπότε είναι παραγωγίσιμη στο IR.


    Η [image: ] είναι παραγωγίσιμη στο IR. Επομένως, η [image: ] ως σύνθεση παραγωγίσιμων, είναι παραγωγίσιμη.


    Επειδή η [image: ] είναι ρητή οπότε είναι παραγωγίσιμη στο [image: ], η f: θα είναι παραγωγίσιμη ως γινόμενο παραγωγίσιμων στο [image: ].


    Θα είναι:


    [image: ]


    [image: ]


    [image: ]


    



    Παράδειγμα 5.46


    Να βρεθεί η πρώτη και η δεύτερη παράγωγος της συνάρτησης f: με [image: ].


    Λύση:


    Η f: ορίζεται όταν [image: ][image: ] ή [image: ]


    Πεδίο ορισμού της f: θα είναι το σύνολο [image: ]


    Η [image: ] είναι παραγωγίσιμη ως ρητή στο [image: ].Η [image: ] είναι παραγωγίσιμη ως άρρητη στο [image: ]


    Άρα, η f: ως σύνθεση παραγωγίσιμων είναι παραγωγίσιμη στο [image: ], που θα είναι και το πεδίο ορισμού της [image: ]. Θα είναι:


    [image: ] [image: ]


    Η [image: ] είναι δεύτερη φορά παραγωγίσιμη ως γινόμενο ρητής και σύνθεση άρρητης και ρητής στο:


    [image: ]


    Θα είναι:


    [image: ]


    [image: ]


    [image: ]


    [image: ]


    [image: ]


    



    Παρακάτω αναπτύσσεται μια συστηματική μεθοδολογία για την αντιμετώπιση των προβλημάτων της μορφής αυτής με βάση τη μορφή του τύπου της συνάρτησης. Μπορούν να διακριθούν οι παρακάτω ξεχωριστές περιπτώσεις:


    



    i) Συναρτήσεις με απλό τύπο


    Στην περίπτωση αυτή, ακολουθείται η διαδικασία που παρουσιάστηκε στα παραπάνω παραδείγματα.


    



    ii) Συναρτήσεις με διακλαδώσεις


    Στην περίπτωση αυτή:


    Σε κάθε διάστημα ανοιχτό στο σημείο διαμέρισης, γίνεται επεξεργασία της συνάρτησης με τους κανόνες και τους τύπους, όπως στην περίπτωση του απλού τύπου, για το διάστημα αυτό.


    Σε κάθε σημείο διαμέρισης γίνεται έλεγχος συνέχειας και κατόπιν παραγωγισιμότητας, και υπολογίζεται, αν υπάρχει, ο παράγωγος αριθμός.


    Σημείωση σχετικά με τη συνέχεια και την παραγωγισιμότητα


    Ο έλεγχος της συνέχειας χρειάζεται να παρουσιαστεί ως απόδειξη μόνο στην περίπτωση που προκύψει ασυνέχεια.


    Αν η συνάρτηση είναι συνεχής στο εκάστοτε σημείο, ο υπολογισμός της συνέχειας παραλείπεται.


    Αν η συνάρτηση είναι ασυνεχής, τότε παρουσιάζεται ο υπολογισμός και δηλώνεται πως η συνάρτηση δεν είναι συνεχής οπότε δεν είναι παραγωγίσιμη στο σημείο.


    



    Παράδειγμα 5.47


    Να βρεθεί η πρώτη παράγωγος της f: με [image: ]


    



    Λύση


    



    Για x>0, είναι [image: ], οπότε η f: είναι παραγωγίσιμη ως γινόμενο παραγωγίσιμων συναρτήσεων, και:


    



    [image: ]


    



    Για x<0, είναι [image: ], οπότε η f: είναι παραγωγίσιμη ως πολυωνυμική.


    



    [image: ]


    



    Υπολογίζονται οι πλευρικές παράγωγοι στο 0.


    



    Αν x<0, [image: ]


    



    Είναι [image: ]


    



    Αν x>0, [image: ]


    


    



    Είναι [image: ]


    



    Επειδή [image: ], η f: δεν είναι παραγωγίσιμη στο 0, οπότε πεδίο ορισμού της [image: ]θα είναι το σύνολο:


    



    [image: ]


    



    και ο τύπος της θα είναι:


    



    [image: ]


    



    Παράδειγμα 5.48


    Να βρεθεί η πρώτη παράγωγος της f: με [image: ]


    



    Λύση


    



    Για x>0, είναι [image: ], οπότε η f: είναι παραγωγίσιμη ως γινόμενο παραγωγίσιμης και σύνθεσης παραγωγίσιμων συναρτήσεων, και:


    



    [image: ]


    



    Για x<0, είναι [image: ], οπότε η f: είναι παραγωγίσιμη ως πολυωνυμική.


    



    [image: ]


    



    Υπολογίζονται οι πλευρικές παράγωγοι στο 0.


    



    Αν x<0 [image: ]


    



    Είναι: [image: ]


    



    Αν x>0 [image: ]


    



    Είναι: [image: ]


    



    Επειδή [image: ], η f: είναι παραγωγίσιμη στο 0 και μάλιστα: [image: ]


    



    Η [image: ] λοιπόν έχει πεδίο ορισμού το IR και τύπο:


    



    [image: ]


    



    Παράδειγμα 5.49


    Να βρεθεί η πρώτη παράγωγος της f: με [image: ]


    



    Λύση


    



    Για x>0, είναι [image: ], οπότε η f: είναι παραγωγίσιμη.


    



    [image: ]


    



    Για x<0, είναι [image: ], οπότε η f: είναι παραγωγίσιμη ως πολυωνυμική.


    



    [image: ]


    



    Υπολογίζονται οι πλευρικές παράγωγοι στο 0.


    



    Αν x<0 [image: ]


    



    Είναι: [image: ]


    



    Αν x>0 [image: ]


    



    Είναι: [image: ]


    



    Επειδή [image: ], η f: δεν είναι παραγωγίσιμη στο 0. Πεδίο ορισμού της [image: ] θα είναι το IR* και ο τύπος θα είναι:


    



    [image: ]


    



    iii) Ειδικές διακλαδώσεις


    Σε κάποιες περιπτώσεις συναρτήσεων με διακλαδώσεις, το όριο στο σημείο διαμέρισης οδηγεί σε απροσδιοριστία της μορφής [image: ]. Η περίπτωση αυτή του ορίου αντιμετωπίζεται με διασπάσεις.


    



    Παράδειγμα 5.50


    Να βρεθεί η πρώτη παράγωγος της f: με [image: ].


    



    Λύση


    



    Για [image: ], η f: είναι παραγωγίσιμη ως άθροισμα παραγωγίσιμης και σύνθετης παραγωγίσιμων.


    



    [image: ]


    



    Για x<1, η f: είναι παραγωγίσιμη ως άθροισμα παραγωγίσιμης και σύνθετης παραγωγίσιμων.


    



    [image: ]


    



    Υπολογίζονται οι πλευρικές παράγωγοι στο 1.


    



    Αν x<1 [image: ]


    



    Επειδή [image: ]


    



    [image: ]


    



    Επομένως, η f: δεν είναι παραγωγίσιμη στο 1. Προκειμένου να μελετηθεί η συμπεριφορά της f: στο 1, γίνεται και ο υπολογισμός της δεξιάς πλευρικής παραγώγου:


    



    Αν [image: ] [image: ]


    



    Επειδή [image: ]


    



    [image: ]


    



    Η f: έχει παράγωγο στο 1 το +∞, οπότε δέχεται εφαπτομένη στο (1,1) την κατακόρυφο x=1.


    



    Παράδειγμα 5.51


    Να βρεθεί η πρώτη παράγωγος της συνάρτησης f: με [image: ]


    Λύση:


    Αν [image: ] είναι [image: ]


    Έστω ότι η f: έχει όριο στο 0, και είναι [image: ]


    Τότε [image: ] με δ>0, ώστε [image: ] [image: ]


    Άρα, [image: ] θα είναι:


    [image: ]


    Είναι: [image: ]


    Άρα, [image: ] είναι [image: ] (Α) [image: ]


    Για [image: ] με ν αρκετά μεγάλο


    και [image: ] με ν αρκετά μεγάλο [image: ]


    είναι: [image: ]


    Από (Α), (Β) είναι [image: ]


    Αν τεθεί:[image: ], τότε: [image: ] αδύνατο.


    Άρα, η f: δεν έχει όριο στο 0. Η f: δεν είναι συνεχής, άρα ούτε παραγωγίσιμη στο 0.


    Για [image: ], η f: είναι παραγωγίσιμη ως γινόμενο παραγωγίσιμης και σύνθετης παραγωγίσιμων. Άρα, πεδίο ορισμού της [image: ] είναι το σύνολο IR* και ο τύπος θα είναι:


    [image: ]


    [image: ]


    



    iv) Συναρτήσεις με εκθετικές ή λογαριθμικές παραστάσεις


    Σε τέτοιες περιπτώσεις, και εφόσον τα όρια που προκύπτουν δεν αντιμετωπίζονται με τις μεθόδους που αναλύθηκαν έως τώρα, τα προβλήματα αντιμετωπίζονται με τον κανόνα DeL’ Hospital.


    



    Παράδειγμα 5.52


    Να βρείτε την πρώτη παράγωγο της συνάρτησης f: με [image: ].


    



    Λύση


    



    Για x>1, η f: είναι παραγωγίσιμη ως άθροισμα παραγωγίσιμων.


    



    [image: ]


    



    Για x<1, η f: είναι παραγωγίσιμη ως πολυωνυμική.


    



    [image: ]


    



    Εξετάζονται οι πλευρικές παράγωγοι στο 1.


    



    Αν x<1: [image: ]


    



    [image: ]


    



    Αν x>1: [image: ]


    



    Επειδή [image: ] [image: ] και οι συναρτήσεις [image: ], [image: ] είναι παραγωγίσιμες στην περιοχή του 1, εφαρμόζεται ο κανόνας DeL’ Hospital:


    



    [image: ] έχει όριο στο 1.


    



    [image: ]


    Επειδή [image: ], η f: είναι παραγωγίσιμη στο 1 και [image: ]. Η [image: ] έχει πεδίο ορισμού το IR και τύπο:


    



    [image: ] ή [image: ]


    



    v) Συναρτήσεις με τύπους που περιέχουν απόλυτα


    Στις περιπτώσεις αυτές, γράφεται η συνάρτηση σε διακλαδισμένη μορφή και ακολουθείται η μεθοδολογία για συναρτήσεις με διακλαδώσεις. Μάλιστα, δε χρειάζεται να εξεταστεί αν είναι συνεχής σε κάθε σημείο διαμέρισης, γιατί σίγουρα είναι.


    Παρατήρηση:


    Ισχύει [image: ]


    



    Απόδειξη:


    



    Είναι: [image: ]


    



    Αν x>0 [image: ]


    



    Αν x<0 [image: ]


    



    Εξετάζεται η παραγωγισιμότητα στο 0:


    
      
        

      

    


    
      [image: ]

    


    



    Επομένως, η συνάρτηση δεν είναι παραγωγίσιμη στο 0.


    



    Τέλος: [image: ]


    



    Παρατηρείται ότι [image: ]


    



    Επομένως[image: ]


    



    Ακόμα, ισχύει: [image: ]


    



    Παράδειγμα 5.53


    Να βρεθεί η πρώτη παράγωγος της συνάρτησης f: με τύπο [image: ]. Να αναλυθεί η συμπεριφορά της γραφικής παράστασης της f: στα σημεία 0 και 1, και να γίνει ένα πρόχειρο διάγραμμα.


    



    Λύση


    



    Είναι: [image: ]


    



    Αν x<0 ή x>1, η f: είναι παραγωγίσιμη ως πολυωνυμική, οπότε [image: ]


    



    Αν 0<x<1, η f: είναι παραγωγίσιμη ως πολυωνυμική, οπότε [image: ]


    



    Εξετάζεται η παραγωγισιμότητα στο 0.


    



    Αν x<0 [image: ]


    



    [image: ]


    



    Αν x>0 [image: ]


    



    [image: ]


    



    Επειδή [image: ], η f: δεν είναι παραγωγίσιμη στο 0. Εξετάζεται η παραγωγισιμότητα στο 1:


    



    Αν x<1 [image: ]


    



    [image: ]


    



    Αν x>1 [image: ]


    



    [image: ]


    



    Επειδή [image: ], η f: δεν είναι παραγωγίσιμη στο 1.


    



    Τέλος: [image: ]


    



    Στο 0: Η f: είναι συνεχής ως σύνθεση της [image: ] και της [image: ] που είναι συνεχείς.


    



    Ακόμη [image: ] οπότε το σημείο [image: ] είναι γωνιώδες σημείο της f:


    



    Δέχεται εξ αριστερών ημιεφαπτομένη, την ευθεία: [image: ]


    



    Δέχεται εκ δεξιών ημιεφαπτομένη, την ευθεία: [image: ]


    



    Στο 1: Η f: είναι συνεχής ως σύνθεση της [image: ] και της [image: ] που είναι συνεχείς.


    



    Ακόμη [image: ] οπότε το σημείο [image: ] είναι γωνιώδες σημείο της f:


    



    Δέχεται εξ αριστερών ημιεφαπτομένη, την ευθεία: [image: ]


    



    Δέχεται εκ δεξιών ημιεφαπτομένη, την ευθεία: [image: ]


    



    Μια πρόχειρη γραφική παράσταση της συνάρτησης παρουσιάζεται στο Σχήμα 5.8.


    
      
        

      

    


    
      [image: ]

    


    



    Σχήμα 5.8: Γραφική παράσταση της συνάρτησης του παραδείγματος 5.53.


    



    Ένας δεύτερος τρόπος αντιμετώπισης προβλημάτων με απόλυτα:


    



    Γράφεται η συνάρτηση [image: ] ως τετραγωνική ρίζα του τετραγώνου της: [image: ]. Στη συνέχεια, αν η [image: ] είναι παραγωγίσιμη, τότε και η [image: ]είναι παραγωγίσιμη, όταν [image: ]. Επομένως, η παραγωγισιμότητα θα πρέπει να εξεταστεί ξεχωριστά στο 0.


    



    Παράδειγμα 5.54


    Να βρεθεί η πρώτη παράγωγος της συνάρτησης f: με τύπο [image: ]


    



    Λύση


    



    Προφανώς, πεδίο ορισμού της f: είναι το σύνολο:Α=IR


    



    Είναι: [image: ]


    
      
        

      

    


    
      [image: ]

    


    



    Η [image: ] είναι παραγωγίσιμη για [image: ]


    



    Για [image: ]: [image: ]


    



    [image: ]


    



    Στο 2, εξετάζω την παραγωγισιμότητα:


    



    [image: ] (1)


    



    Υπολογίζονται οι πλευρικές παράγωγοι στο 2.


    



    Αν [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Αν [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Επειδή [image: ], η f: δεν είναι παραγωγίσιμη στο 2. Εξετάζεται η παραγωγισιμότητα στο -2:


    



    [image: ] (2)


    



    Βρίσκονται οι πλευρικές παράγωγοι στο –2.


    



    Αν [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Αν [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Επειδή [image: ], η f: δεν είναι παραγωγίσιμη στο –2.


    



    Η [image: ] λοιπόν έχει πεδίο ορισμού το [image: ] και τύπο:


    



    [image: ]


    



    vi) Συναρτήσεις με τύπους που περιέχουν ρίζες ανώτερης τάξης


    



    Είναι γνωστό ότι: [image: ]


    



    Στις περιπτώσεις αυτές γράφεται η ρίζα ως δύναμη κλασματικού εκθέτη. Όταν το υπόριζο είναι διάφορο του0, βρίσκεται η παράγωγος εφαρμόζοντας τους κανόνες και τους τύπους. Όταν το υπόριζο είναι 0, η παράγωγος υπολογίζεται με βάση το όριο του λόγου μεταβολής.


    



    Παράδειγμα 5.55


    Να βρεθεί η πρώτη παράγωγος της συνάρτησης f: με τύπο [image: ].


    



    Λύση


    Η f: ορίζεται όταν [image: ], άρα πεδίο ορισμού της f: είναι το σύνολο [image: ]


    .Είναι: [image: ] παραγωγίσιμη στο [image: ] και:


    [image: ]


    



    Σημείωση: Προσοχή! Από τον τύπο της παραγώγου, δεν φαίνεται το πεδίο ορισμού της παραγώγου. Αυτό, είναι το πεδίο ορισμού της παράγουσας συνάρτησης συνάρτησης, αν αφαιρέσουμε από αυτό, τα σημεία στα οποία η αρχική συνάρτηση δεν είναι παραγωγίσιμη.


    Εξετάζεται η παραγωγισιμότητα στο 0.


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Άρα, η f: δεν είναι παραγωγίσιμη στο 0. Η [image: ] λοιπόν έχει πεδίο ορισμού το [image: ] και τύπο:


    



    [image: ]


    



    Παράδειγμα 5.56


    Να βρεθεί η πρώτη παράγωγος της συνάρτησης f: με τύπο [image: ].


    



    Λύση


    



    Προφανώς, πεδίο ορισμού της f: είναι το IR.


    



    [image: ]


    



    Για x>0, η f: είναι παραγωγίσιμη ως ρητή και:


    



    [image: ]


    



    Για x<0, η f: είναι παραγωγίσιμη ως ρητή και:


    



    [image: ]


    



    Εξετάζεται η παραγωγισιμότητα στο 0.


    



    Αν x>0 [image: ]


    



    [image: ]


    



    Η f: δεν είναι παραγωγίσιμη στο 0.


    



    Αν x<0 [image: ]


    



    [image: ]


    



    Θα είναι:


    



    [image: ] ή [image: ]


    



    Η f: έχει κατακόρυφη ημιεφαπτόμενη τον άξονα Oy, ενώ το (0,0) είναι γωνιώδες σημείο της γραφικής της παράστασης.


    



    vii) Παράγωγος εκθετικής συνάρτησης με σταθερή βάση


    Η γενική μορφή αυτών των συναρτήσεων είναι: [image: ]ή [image: ].


    Ο υπολογισμός της παραγώγου γίνεται εφαρμόζοντας τον τύπο: [image: ]


    ή [image: ]


    



    Παράδειγμα 5.57


    Να βρεθεί η πρώτη παράγωγος της συνάρτησης f: με [image: ].


    Λύση:


    



    Προφανώς, πεδίο ορισμού της f: είναι το σύνολο


    [image: ]


    Η [image: ] είναι παραγωγίσιμη στο [image: ]ως ρητή. Η [image: ] είναι παραγωγίσιμη στο IR ως εκθετική. Άρα, η [image: ] είναι παραγωγίσιμη στο [image: ] ως σύνθεση παραγωγίσιμων, και επειδή η x είναι παραγωγίσιμη στο IR, η f: είναι παραγωγίσιμη. Θα είναι:


    [image: ]


    [image: ]


    



    Παράδειγμα 5.58


    Να βρεθεί η πρώτη παράγωγος της συνάρτησης f: με [image: ].


    Λύση:


    Προφανώς, πεδίο ορισμού της f: είναι το IR.Η f: ως σύνθεση παραγωγίσιμων είναι παραγωγίσιμη. Θα είναι:


    [image: ]


    [image: ]


    [image: ]


    



    viii) Παράγωγος εκθετικής συνάρτησης με μεταβλητή βάση


    Η γενική μορφή αυτών των συναρτήσεων είναι: [image: ]Αυτές οι συναρτήσεις ορίζονται όταν [image: ]


    Ο υπολογισμός της παραγώγου γίνεται εφαρμόζοντας τον τύπο: [image: ]


    ή [image: ]


    



    Μέθοδος 1:


    Η συνάρτηση γράφεται: [image: ]


    Θα είναι: [image: ]


    [image: ]


    



    Παράδειγμα 5.59


    Να βρεθεί η πρώτη παράγωγος της συνάρτησης f: με [image: ].


    Λύση:


    Προφανώς, πεδίο ορισμού της f: είναι το σύνολο [image: ]Είναι προφανώς παραγωγίσιμη.


    [image: ]


    Είναι χρήσιμο να σημειωθεί ότι:[image: ]


    



    Παράδειγμα 5.60


    Να βρεθεί η πρώτη παράγωγος της συνάρτησης f: με [image: ].


    Λύση:


    Η f: ορίζεται όταν x>0. Προφανώς, πεδίο ορισμού της f: είναι το σύνολο [image: ]. Είναι:


    [image: ]


    Η f: είναι παραγωγίσιμη ως σύνθεση παραγωγίσιμων.Οπότε:


    [image: ]


    [image: ]


    



    Παράδειγμα 5.61


    Να βρεθεί η πρώτη παράγωγος της συνάρτησης f: με [image: ].


    Λύση:


    Η f: ορίζεται όταν x>0.


    Προφανώς, πεδίο ορισμού της f: είναι το σύνολο [image: ]


    [image: ]


    Θα είναι: [image: ]


    Η [image: ] ως σύνθεση παραγωγίσιμων είναι παραγωγίσιμη στο [image: ]


    [image: ]


    Η f: είναι παραγωγίσιμη ως σύνθεση παραγωγίσιμων.


    [image: ]


    [image: ]


    [image: ]


    



    Μέθοδος 2 ( Λογαριθμική παραγώγιση)


    Αυτή η μέθοδος είναι χρήσιμη και για την παραγώγιση γινομένων δυνάμεων ή ριζών ανωτέρας τάξεως. Επίσης, είναι δυνατόν ένα θεωρητικό πρόβλημα να λύνεται με βάση το τέχνασμα της λογαριθμικής παραγώγισης. Κατά τη μέθοδο αυτή:


    Λογαριθμίζονται και τα δύο μέλη της εξίσωσης της συνάρτησης και εφαρμόζονται οι ιδιότητες των λογαρίθμων.


    Παραγωγίζονται και τα δύο μέλη, θεωρώντας το x ως ανεξάρτητη μεταβλητή και το y ως εξαρτημένη.


    Τέλος, η παράσταση λύνεται ως προς y΄και αντικαθιστάται το y με το ίσον του.


    [image: ]



    



    Παράδειγμα 5.62


    Να βρεθεί η πρώτη παράγωγος της συνάρτησης f: με [image: ].


    Λύση:


    Η f: ορίζεται όταν [image: ]


    [image: ] ή [image: ]


    Πεδίο ορισμού της f: θα είναι το σύνολο. [image: ]. Η f: είναι παραγωγίσιμη. Θα είναι:


    [image: ]


    [image: ]


    [image: ]


    [image: ]


    [image: ]


    



    Παράδειγμα 5.63


    Αν ισχύει: [image: ] και οι[image: ]είναι παραγωγίσιμες, ενώ [image: ], να δείχθεί ότι:


    [image: ]


    Λύση:


    Θα είναι: [image: ]


    [image: ]


    [image: ] (1)


    Η f: ως γινόμενο παραγωγίσιμων είναι παραγωγίσιμη.


    [image: ]


    [image: ]


    [image: ]


    [image: ]


    Παράδειγμα 5.64


    Να βρεθεί ο τύπος της παραγώγου της συνάρτησης f: με[image: ].


    Λύση:


    Η f: ορίζεται όταν [image: ]


    Πεδίο ορισμού της f: θα είναι το σύνολο


    [image: ]


    Η f: ως σύνθεση παραγωγίσιμων είναι παραγωγίσιμη.


    Θα είναι: [image: ]


    [image: ]


    [image: ]


    [image: ]


    Σημείωση: Όταν παραγωγίζει κανείς την ανεξάρτητη μεταβλητή, χρησιμοποιούνται οι απλοί τύποι παραγώγισης, ενώ όταν παραγωγίζεται η εξαρτημένη μεταβλητή, χρησιμοποιούνται οι γενικευμένοι τύποι.


    



    ix) Παράγωγος συνάρτησης που περιέχει εκθετική συνάρτηση με μεταβλητή βάση


    Αν η εκθετική συνάρτηση με μεταβλητή βάση είναι μόνο ένα τμήμα της συνολικής συνάρτησης, εφαρμόζονται οι κανόνες και οι τύποι κανονικά χωρίς να υπολογίζεται η παράγωγος του εκθετικού. Στη συνέχεια, αυτή υπολογίζεται χωριστά και αντικαθίσταται στον τύπο της συνολικής παραγώγου.


    Παράδειγμα 5.65


    Να βρεθεί η πρώτη παράγωγος της συνάρτησης f: με [image: ].


    Λύση:


    Η f: ορίζεται όταν x> 0. Πεδίο ορισμού της f: θα είναι το σύνολο [image: ] . Η f: είναι παραγωγίσιμη ως σύνθεση παραγωγίσιμων.Θα είναι:


    [image: ]


    [image: ] (1)


    Αλλά: [image: ]


    Οπότε: [image: ]


    Παράδειγμα 5.66


    Να βρεθεί η πρώτη παράγωγος της συνάρτησης f: με [image: ].


    Λύση:


    Προφανώς, πεδίο ορισμού της f: θα είναι το σύνολο [image: ]. Η f: είναι παραγωγίσιμη ως σύνθεση παραγωγίσιμων. Θα είναι:


    [image: ]


    [image: ]


    [image: ]


    



    x) Υπολογισμός της ν-οστής παραγώγου μιας συνάρτησης.


    



    Αν δίνεται το αποτέλεσμα (και ζητείται να αποδειχθεί), μπορεί κανείς να εργαστεί άμεσα με τη μέθοδο της επαγωγής. Αν το αποτέλεσμα ζητείται, βρίσκονται τέσσερις με πέντε παράγωγοι χωρίς να εκτελούνται πράξεις και απλοποιήσεις, παρά μόνο οι πολύ απαραίτητες, διατηρώντας τη νομοτέλεια παραγωγής των εκθετών και των συντελεστών. Ο γενικός τύπος εντοπίζεται με παρατήρηση και κατόπιν αποδεικνύεται επαγωγικά. Θα πρέπει να λαμβάνονται υπόψη τα εξής:


    i) [image: ]


    ii) Οι αντίστροφες δυνάμεις ή ρίζες θα πρέπει να γράφονται ως δυνάμεις με αρνητικούς ή κλασματικούς εκθέτες.


    Προκειμένου να διευκολυνθεί η παρατήρηση του επαγωγικού τύπου, θα πρέπει τα ημίτονα και συνημίτονα, μετά την παραγώγιση να επιστρέφουν στην αρχική τους κατάσταση (συμπληρωματικά–παραπληρωματικά τόξα).


    Παράδειγμα 5.67


    Να βρεθεί η ν-οστή παράγωγος της συνάρτησης f: με [image: ].


    Λύση:


    Προφανώς, πεδίο ορισμού της f: θα είναι το σύνολο [image: ]. Η f: είναι ν φορές παραγωγίσιμη ως ρητή. Θα είναι:


    [image: ] [image: ] [image: ]


    [image: ]


    Η μορφή των εξισώσεων δίνει μια ένδειξη ότι πιθανόν: [image: ] (Α)


    Ακολουθείται η μέθοδος της επαγωγής:


    Για ν=1: [image: ] ισχύει.


    Έστω ότι η (Α) ισχύει για ν=κ [image: ] [image: ] (Y)


    Θα αποδειχθεί ότι η (Α) ισχύει για ν=κ+1: [image: ] (ε)


    Θα είναι: [image: ]


    [image: ] απεδείχθη.


    Άρα, ισχύει η (Α) [image: ]


    



    Παράδειγμα 5.68


    Να βρεθεί η ν-οστή παράγωγος της συνάρτησης f: με [image: ].


    Λύση:


    Προφανώς, πεδίο ορισμού της f: θα είναι το σύνολο IR. Η f: είναι ν φορές παραγωγίσιμη στο IR. Θα είναι: [image: ]


    [image: ]


    [image: ]


    ή [image: ]


    Θα αποδειχθεί ότι ισχύει: [image: ] (Α)


    Για ν=1: [image: ] ισχύει.


    Έστω ότι η (Α) ισχύει για ν=κ : [image: ] (Y)


    Θα αποδειχθεί ότι η (Α) ισχύει για ν=κ+1 : [image: ] (ε)


    Θα είναι: [image: ]


    [image: ] απεδείχθη.


    Άρα, ισχύει η (Α) [image: ]


    



    xi) Παράγωγος πεπλεγμένης συνάρτησηςf(x, y) = 0.


    Στις περιπτώσεις αυτές, αν η πεπλεγμένη παράσταση λύνεται ως προς y, τότε γίνεται ο υπολογισμός με λύση ως προς yκαι παραγώγιση. Αν δεν λύνεται ως προς y, γίνεται παραγώγιση και των δύο μελών θεωρώντας το x ανεξάρτητη μεταβλητή και το y εξαρτημένη. Το αποτέλεσμα λύνεται ως προς y΄ και έτσι, η ζητούμενη παράγωγος εκφράζεται συναρτήσει του x και του y.


    



    Παράδειγμα 5.69


    Να βρεθεί η πρώτη παράγωγος της συνάρτησης f: με [image: ]. Να βρεθεί η εφαπτομένη της συνάρτησης y στο Α(0,1).


    Λύση:


    [image: ]


    [image: ]


    [image: ]


    [image: ]


    [image: ]


    [image: ]


    Θα είναι: [image: ] [image: ]


    Επομένως, η εξίσωση της εφαπτομένης θα είναι: [image: ]


    



    xii) Παράγωγος παραμετρικής εξίσωσης.


    Οι παραμετρικές συναρτήσεις έχουν τη μορφή:


    



    [image: ]


    



    όπου t: Μια παράμετρος


    



    Στις περιπτώσεις αυτές, γίνεται απαλοιφή της παραμέτρου και στη συνέχεια, υπολογίζεται η παράγωγος με βάση τη βασική μεθοδολογία.


    



    Χαρακτηριστικές περιπτώσεις πρακτικών προβλημάτων που περιγράφονται με παραμετρικές εξισώσεις είναι οι εξισώσεις του κύκλου και της έλλειψης:


    



    α) Κύκλος: [image: ]


    



    β) Έλλειψη: [image: ]


    



    Για λόγους αναφοράς, σημειώνεται ότι γενικά ισχύει:


    



    [image: ]


    



    Παράδειγμα 5.70


    Δίνονται οι εξισώσεις [image: ] και [image: ]. . Να βρεθεί η πρώτη παράγωγος του y ως προς x.


    Λύση:


    [image: ]


    5.5.2 Προβλήματα Απόδειξης Προτάσεων


    Στο είδος αυτό απαιτείται να αποδειχθεί η ισχύς μίας ή περισσότερων μαθηματικών παραστάσεων. Η μέθοδος που ενδείκνυται να ακολουθηθεί εξαρτάται από το είδος των παραστάσεων αυτών. Παρακάτω, περιγράφονται μέθοδοι και δίνονται παραδείγματα, για τις περιπτώσεις ταυτοτήτων και ανισοτήτων, διαφορικών εξισώσεων, συναρτήσεων που διαφέρουν κατά μία σταθερά, παραστάσεις πολυωνύμων και τέλος, για την περίπτωση των συναρτησιακών εξισώσεων.


    



    i) Ταυτότητες ή ανισότητες που περιέχουν και την έννοια της παραγώγου.


    Τα προβλήματα αυτά είναι της εξής μορφής:


    Αν [image: ] και [image: ], ενώ α,β παραγωγίσιμες συναρτήσεις με [image: ], να αποδειχθεί ότι:


    i.[image: ]


    ii.[image: ]


    iii.[image: ]


    Γενικός τρόπος λύσης:


    Η f: ως γινόμενο παραγωγίσιμων, είναι παραγωγίσιμη.


    [image: ]


    [image: ]


    [image: ]


    [image: ]


    [image: ]


    [image: ]


    [image: ]


    [image: ]


    



    Παράδειγμα 5.71


    Αν οι f και g είναι δύο συναρτήσεις παραγωγίσιμες για τις οποίες ισχύουν:


    [image: ] και [image: ], να αποδειχθεί ότι


    [image: ]


    Λύση:


    Αφού οι f, g είναι παραγωγίσιμες, θα είναι και οι [image: ] παραγωγίσιμες. Θα είναι:


    [image: ] (2)


    Από την [image: ] και την (2), Θα είναι:


    [image: ]


    [image: ]


    



    Παράδειγμα 5.72


    Δίδεται μία συνάρτηση f: παραγωγίσιμη και άρτια. Να αποδειχθεί ότι η [image: ] είναι περιττή.


    Δίδεται μία συνάρτηση g: παραγωγίσιμη και περιττή. Να αποδειχθεί ότι η [image: ] είναι άρτια.


    Λύση:


    Στην πρώτη περίπτωση, είναι: [image: ] (πεδίο ορισμού)


    [image: ] [image: ] απεδείχθη.


    Στη δεύτερη περίπτωση, είναι: [image: ] (πεδίο ορισμού)


    [image: ] [image: ] απεδείχθη.


    



    Παράδειγμα 5.73


    Να βρεθεί η πρώτη παράγωγος της συνάρτησης f: με [image: ].


    Λύση:


    Προφανώς, πεδίο ορισμού της f: είναι το IR.Είναι: [image: ]


    Είναι: [image: ]


    [image: ]


    



    Παράδειγμα 5.74


    Αν για μία συνάρτηση f: είναι [image: ], να δειχθεί ότι:


    [image: ]


    Λύση:


    Πεδίο ορισμού της f: είναι το σύνολο Α=IR.Η f: είναι παραγωγίσιμη ως πολυωνυμική.


    [image: ]


    [image: ]


    [image: ]


    [image: ]


    …………………………….


    [image: ]


    Θα είναι: [image: ]


    [image: ]


    [image: ]


    [image: ]


    …………………………….


    [image: ]


    Είναι: [image: ]


    [image: ]


    [image: ].


    



    Παράδειγμα 5.75


    Αν g: είναι μία συνάρτηση με [image: ] και f: μια συνάρτηση παραγωγίσιμη στο IR με [image: ], τότε να υπολογισθεί το [image: ] και να αποδειχθεί ότι [image: ].


    Λύση:


    Προφανώς, πεδίο ορισμού της g: είναι το [image: ] και η g: είναι παραγωγίσιμη. Η [image: ] ως σύνθεση παραγωγίσιμων είναι παραγωγίσιμη στο [image: ].


    Είναι: [image: ]


    [image: ]


    Για[image: ]: [image: ]


    [image: ]


    Το [image: ] είναι μία σταθερά, οπότε:


    [image: ]


    



    Παράδειγμα 5.76


    Αν [image: ], [image: ], να αποδειχθεί ότι [image: ].


    Λύση:


    Θα είναι: [image: ]


    [image: ] απεδείχθη.


    



    Παράδειγμα 5.77


    Αν [image: ], [image: ] και η h είναι παραγωγίσιμη, να αποδειχθεί ότι:


    



    [image: ]


    



    Λύση


    



    Η g και, συνεπώς, η f είναι παραγωγίσιμες, ως συνθέσεις παραγωγίσιμων. Είναι:


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Ακόμη: [image: ]


    



    [image: ]


    



    Θα είναι δηλαδή: [image: ]


    



    [image: ]


    



    Μπορεί κανείςνα αντιμετωπίσει τις εξισώσεις αυτές ως σύστημα ως προς sinx, cosx. Είναι:


    



    [image: ]


    



    Το σύστημα λοιπόν έχει λύσεις:


    



    [image: ]


    



    Αλλά: [image: ] οπότε:


    



    [image: ]


    



    [image: ] απεδείχθη.


    



    ii) Επαληθεύσεις διαφορικών εξισώσεων


    Τα προβλήματα αυτά έχουν την παρακάτω μορφή:


    



    Δίνεται μία συνάρτηση [image: ] και ζητείται να αποδειχτεί μία σχέση που συνδέει τα[image: ].


    Στις περιπτώσεις αυτές θα πρέπει να αποφεύγεται (αυστηρά) το προφανές, δηλαδή η αντικατάσταση των f΄, f΄΄, f΄΄΄,… με το ίσον τους. Αντίθετα, καταρχήν απλοποιείται ο τύπος, όσο απλοποιείται. Στη συνέχεια, αν υπάρχουν παρονομαστές γίνεται απαλοιφή, αν υπάρχουν εκθετικά, γίνεται λογαρίθιμιση και συνεχής παραγώγιση και των δύο μελών. Πριν από κάθε παραγώγιση γίνεται τακτοποίηση και μετά από κάθε παραγώγιση, αναζητείται στο αποτέλεσμα η αρχική συνάρτηση ή η προηγούμενη παράγωγος, και αντικαθίσταται. Για λόγους μεθοδικότητας, κάθε σχέση που πρόκειται να παραγωγιστεί, μπαίνει σε πλαίσιο και της δίνεται αύξοντας αριθμός. Αυτές οι σχέσεις πιθανόν να φανούν πολύ χρήσιμες στην τελική λύση.


    



    Παράδειγμα 5.78


    Αν f: μία συνάρτηση με [image: ], να αποδειχθεί ότι: [image: ]


    



    Λύση


    



    Η f: ορίζεται όταν [image: ] (1) . Αυτό ισχύει πάντα, διότι: [image: ]


    



    Πεδίο ορισμού της f: θα είναι το σύνολο Α=ΙR. Η f: είναι δύο φορές παραγωγίσιμη ως σύνθεση παραγωγίσιμων.


    



    Έτσι: [image: ]


    



    [image: ] (1)


    



    Γίνεται παραγώγιση:


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Παράδειγμα 5.79


    Δίνεται η συνάρτηση f: με [image: ]. Να αποδειχθεί ότι: [image: ]


    



    Λύση


    



    Προφανώς, πεδίο ορισμού της f: είναι το σύνολο Α=ΙR*. Ως πηλίκο παραγωγίσιμων, η f: είναι παραγωγίσιμη στο


    Α.


    



    [image: ] (1) [image: ]


    



    [image: ] (2) [image: ]


    



    Η [image: ] είναι παραγωγίσιμη ως πηλίκο παραγωγίσιμων, στο Α.


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    iii) Υπολογισμοί μαθηματικών τύπων με τη βοήθεια παραγώγων


    Βασικοί τύποι ιδιοτήτων συναρτήσεων κλπ μπορούν να χρησιμοποιηθούν για την απόδειξη άλλων, παραγωγίζοντας και εκτελώντας κατάλληλες πράξεις.


    



    Παράδειγμα 5.80


    Από τον τύπο του sin2x=2∙sinx∙cosx να υπολογιστεί ο αντίστοιχος τύπος του cos2x.


    



    Λύση


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Παράδειγμα 2


    



    Από τον τύπο [image: ], να βρεθεί ο τύπος του cos(α+β).


    



    Λύση


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    iv) Υπολογισμοί αθροισμάτων με τη βοήθεια παραγώγων


    Από ένα γνωστό άθροισμα που υπολογίζεται με τη βοήθεια προόδων ή κάποιου τεχνάσματος, μπορεί κανείς, με τη βοήθεια παραγώγων, να βρεί κάποιο άλλο άθροισμα.


    



    Παράδειγμα 5.81


    Να υπολογιστεί το άθροισμα: [image: ].


    



    Λύση


    



    Έστω το άθροισμα: [image: ]


    



    Το [image: ] είναι άθροισμα γεωμετρικής προόδου με [image: ], [image: ] και [image: ].


    



    Είναι: [image: ]


    



    Δηλαδή με [image: ], είναι:


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Ακόμη: [image: ]


    



    Τέλος, θα είναι: [image: ]


    



    Παράδειγμα 5.82


    



    Αν είναι γνωστό ότι


    



    [image: ],


    να υπολογιστεί το άθροισμα: [image: ].


    



    Λύση


    



    Είναι: [image: ]


    



    [image: ]


    



    v) Σταθερές συναρτήσεις – συναρτήσεις που διαφέρουν κατά σταθερά, αναζήτηση του τύπου μιας συνάρτησης, χωρίς τη χρήση ολοκληρωμάτων


    Η γενική μορφή των προβλημάτων αυτού του τύπου είναι η εξής. Δίνονται ορισμένες προϋποθέσεις και ζητείται να αποδειχθεί ότι [image: ]. ([image: ] η αρχική συνάρτηση). Στις περιπτώσεις αυτές εφαρμόζονται τα ακόλουθα θεωρήματα:


    



     Αν [image: ] στο Α, τότε [image: ] στο Α


    



     Αν [image: ], τότε [image: ]


    



    Παράδειγμα 5.83


    Οι f, g είναι συναρτήσεις τέτοιες, ώστε: [image: ], [image: ], [image: ], [image: ]. Να αποδειχθεί ότι:


    



    i. [image: ]


    



    ii. Οι f, g είναι μοναδικές


    



    iii. Να βρεθούν οι f, g


    



    Λύση


    



    Θεωρείται η συνάρτηση [image: ].Η h είναι παραγωγίσιμη ως άθροισμα παραγωγίσιμων.


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Για [image: ]: [image: ]


    



    Άρα, [image: ]


    



    Θα αποδειχθεί ότι οι f, g είναι μοναδικές . Έστω ότι υπάρχουν άλλες δύο συναρτήσεις f1, g1 με τις ίδιες ιδιότητες.Δηλαδή ισχύει: [image: ], [image: ], [image: ], [image: ]. Πρέπει και αρκεί να αποδειχθεί ότι:


    



    [image: ] και [image: ]


    



    [image: ]


    



    Θεωρείται η συνάρτηση [image: ]


    



    Η Ρ, προφανώς, είναι παραγωγίσιμη.


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Άρα, [image: ]


    



    Για [image: ]: [image: ]


    



    Οπότε: [image: ]. Επομένως, οι f, g είναι μοναδικές. Παρατηρείται ότι αν τεθούν[image: ], [image: ] ισχύουν οι δοσμένες ιδιότητες.Έτσι, αφού οι f, g είναι μοναδικές:


    



    [image: ], [image: ]


    



    Παράδειγμα 5.84


    Έστω μία συνάρτηση f ορισμένη στο [image: ] για την οποία είναι [image: ]. Έστω η συνάρτηση g με [image: ]. Να αποδειχθεί ότι:


    



    i. [image: ]


    



    ii. Η g: είναι σταθερή.


    



    iii. Αν [image: ], τότε ισοδύναμα: [image: ]


    



    Λύση


    



    Αν [image: ], θα αποδειχθεί ότι [image: ] (1)


    



    Είναι: [image: ]


    



    άρα [image: ] το κλάσμα ορίζεται.


    



    Με [image: ], θα είναι: [image: ]


    



    [image: ]


    



    απεδείχθη.


    



    Η [image: ] είναι παραγωγίσιμη ως ρητή.


    



    Η f είναι παραγωγίσιμη ως ρητή.


    



    Άρα, η [image: ] ως σύνθεση παραγωγίσιμων είναι παραγωγίσιμη στο [image: ].


    



    Η g ως άθροισμα παραγωγίσιμων είναι παραγωγίσιμη.


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Είναι λοιπόν: [image: ]


    



    [image: ]


    



    Για [image: ] είναι: [image: ]


    



    vi) Αναζήτηση του τύπου μιας συνάρτησης f από μια απλή σχέση μεταξύ f και f΄.


    Κανονικά, αν επιτρέπουν οι προϋποθέσεις, λύνεται η αντίστοιχη διαφορική εξίσωση, χωρίζοντας τις μεταβλητές και ολοκληρώνοντας. Αλλιώς, εντοπίζεται η πιθανή συνάρτηση που έχει αυτή την ιδιότητα, και θεωρείται η βοηθητική συνάρτηση [image: ] ([image: ]: πιθανή συνάρτηση). Τέλος, αποδεικνύεται πως:


    [image: ], οπότε:


    [image: ]


    



    Παράδειγμα 5.85


    Έστω η συνάρτηση f για την οποία ισχύει [image: ] και [image: ]. Να βρεθεί ο τύπος της f.


    



    Λύση


    



    Πιθανή η [image: ].


    



    Έστω η συνάρτηση g με:[image: ]


    



    [image: ]


    



    Άρα [image: ]


    



    [image: ] Είναι: [image: ]


    



    Άρα [image: ]


    



    vii) Εφαρμογές των παραγώγων στις συναρτησιακές εξισώσεις.


    Πρόκειται για προβλήματα ορίων υπό συνθήκες. Τα ερωτήματα που μπορούν να τεθούν είναι:


    



     Με δεδομένο ότι η συνάρτηση είναι παραγωγίσιμη σε ένα σημείο, να αποδείξουμε ότι είναι παραγωγίσιμη σε ένα σύνολο. Πρόκειται για προβλήματα ορίων υπό συνθήκες.


    



     Να αποδειχθεί κάποια σχέση μεταξύ των [image: ] κ.λπ. Πρόκειται για προβλήματα μερικής παραγώγισης.


    



     Αναζήτηση του τύπου, από τα παραπάνω.


    



    Παράδειγμα 5.86


    Έστω μία συνάρτηση f για την οποία ισχύει:[image: ]


    



    i. Αν η f είναι παραγωγίσιμη στο 1, να αποδειχθεί ότι είναι παραγωγίσιμη στο IR*.


    



    ii. Να αποδειχθεί ότι ισχύουν:[image: ], [image: ]


    



    iii. Να βρεθεί ο τύπος της f.


    



    Λύση


    



    Θα είναι: [image: ] (2)


    



    Για [image: ]: [image: ] (1) [image: ]


    



    [image: ] (3)


    



    Έστω [image: ]. Θα αποδειχθεί (πρέπει και αρκεί) ότι υπάρχει το όριο:


    



    [image: ]


    



    Τίθεται: [image: ]


    



    [image: ] άρα [image: ]


    



    Θα είναι: [image: ]


    



    Οπότε: [image: ]


    



    Άρα, η f είναι παραγωγίσιμη στο IR* και: [image: ]


    



    Γίνεται μερική παραγώγιση:


    



    Θεωρείται στην (1) το x = σταθερό [image: ]=σταθερό ενώ y = μεταβλητή,


    



    και γίνεται παραγώγιση:


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Θεωρείται στην (1) το y = σταθερό [image: ]=σταθερό ενώ x = μεταβλητή, και γίνεται παραγώγιση:


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Από (Α), (Β) είναι [image: ]


    



    Θεωρείται στην (4) το x = σταθερό ενώ το y = μεταβλητή, και γίνεται παραγώγιση:


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Θεωρείται στην (5) το y = σταθερό ενώ το x = μεταβλητή,και γίνεται παραγώγιση:


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Από (Γ), (Δ) είναι [image: ]


    
      
        

      

    


    
      [image: ]

    


    



    [image: ] (6)


    



    [image: ] αλλά: [image: ]


    



    άρα c = 0


    



    [image: ]


    



    5.6 Εφαρμογές των παράγωγων στα πολυώνυμα


    



    Σε πολλές περιπτώσεις, προβλήματα πολυωνύμων μπορούν να αντιμετωπιστούν με τη χρήση παραγώγων. Για τον σκοπό αυτόν, ανάλογα με τα δεδομένα του προβλήματος, το πολυώνυμο γράφεται στην κατάλληλη μορφή. Στη συνέχεια, γίνεται παραγώγιση, τόσες φορές, όσες απαιτεί το πρόβλημα, και ακολουθεί τακτοποίηση της παραγώγου. Από την τακτοποιημένη παράγωγο, εξάγονται τα κατάλληλα συμπεράσματα, με βάση την θεωρία των πολυωνύμων.


    



    Παρακάτω, αναφέρονται κάποια θεωρήματα που μπορούν να βοηθήσουν σε τέτοιου είδους προβλήματα, μαζί με τις αποδείξεις τους.


    



    Θεώρημα 1


    



    Αν ρ είναι απλή ρίζα ενός πολυωνύμου [image: ], τότε ο ρ αποκλείεται να είναι ρίζα της παραγώγου του [image: ], δηλαδή: [image: ].


    



    Απόδειξη:


    



    Έστω ρ μία απλή ρίζα του [image: ]. Τότε το x – ρ θα είναι παράγων του [image: ], και μάλιστα αφού είναι απλή ρίζα,


    



    το x – ρ δεν είναι παράγων του [image: ].


    Δηλαδή: [image: ].


    Είναι: [image: ]


    [image: ]


    Θα είναι: [image: ]


    



    Θεώρημα 2


    



    Αν ρ είναι ρίζα ενός πολυωνύμου [image: ], βαθμού πολλαπλότητας κ, [image: ], κ >1, τότε με κάθε παραγώγιση του πολυωνύμου [image: ], ο βαθμός πολλαπλότητας της ρίζας ρ, μειώνεται κατά 1. Δηλαδή το πολυώνυμο [image: ] έχει ρίζα τον ρ με βαθμό πολλαπλότητας κ – λ, [image: ].


    



    Απόδειξη:


    



    Εφόσον το ρ είναι ρίζα βαθμού πολλαπλότητας του [image: ], υπάρχει τουλάχιστον ένα πολυώνυμο [image: ], ώστε:


    



    [image: ]


    



    [image: ] [image: ]


    



    Αν τεθεί [image: ] είναι:


    



    [image: ]


    



    Επομένως, το [image: ] είναι πολυώνυμο με ρίζα ρ βαθμού πολλαπλότητας κ – 1.


    



    Θεώρημα 3


    



    Ο ρ είναι διπλή ρίζα ενός πολυωνύμου [image: ], αν και μόνο αν [image: ]. Γενικότερα: ο ρ είναι κ βαθμού πολλαπλότητας ενός πολυωνύμου [image: ], αν και μόνο αν: [image: ].


    



    Απόδειξη:


    



    Έστω ρ διπλή ρίζα ενός πολυωνύμου [image: ]. Θα αποδειχθεί ότι [image: ]. Εφόσον ο ρ είναι διπλή ρίζα του [image: ], [image: ] τέτοιο ώστε:


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Άρα [image: ]


    



    Αντίστροφα:


    



    Έστω [image: ]. Θα αποδειχθεί ότι το ρ είναι διπλή ρίζα του [image: ]. Θα είναι:[image: ] ο x – ρ παράγων του [image: ], οπότε [image: ] τέτοιο ώστε:


    



    [image: ] (1)


    



    Τότε: [image: ]


    



    Αλλά είναι: [image: ][image: ] ο x – ρ παράγων του [image: ].


    



    Άρα [image: ] πολυώνυμο [image: ] ώστε: [image: ]


    



    Άρα [image: ]. Επομένως, η ρ είναι διπλή ρίζα του [image: ].


    



    Θεώρημα 4


    



    Αν ένα πολυώνυμο ν βαθμού έχει ρίζες [image: ], τότε ισχύει:


    



    [image: ]


    



    Ο τύπος αυτός χρησιμοποιείται για να βρεθεί η δεύτερη παράγωγος πολυωνύμου που δόθηκε με τις ν ρίζες του.


    



    Απόδειξη: (α’ τρόπος)


    



    Αφού το πολυώνυμο [image: ] έχει ρίζες [image: ] γράφεται:


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Απόδειξη: (β΄ τρόπος)


    



    Θα είναι: [image: ]


    



    [image: ] [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Παράδειγμα 5.87


    Έστω πολυώνυμο [image: ], με ρίζες [image: ], άνισες ανά δύο. Να αποδειχθεί ότι: [image: ]


    



    Λύση


    



    Είναι: [image: ]


    



    [image: ] (1)


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Είναι:


    



    [image: ][image: ]


    



    Παράδειγμα 5.88


    Έστω πολυώνυμο [image: ] ν-βαθμού, με ρίζες [image: ], άνισες ανά δύο. Να αποδειχθεί ότι:


    



    [image: ].


    



    Να αποδειχθεί ότι η εξίσωση [image: ] έχει 2ν–2 ρίζες, και ότι όλες είναι μιγαδικές.


    



    Λύση


    



    Είναι: [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ] (1)


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    και επειδή [image: ]είναι:


    



    [image: ]


    



    οπότε η εξίσωση


    



    [image: ] (2)


    



    δεν έχει ρίζες στο Α. Έστω μία από τις [image: ] (έστω ρ) ότι είναι ρίζα της (2). Τότε:


    



    [image: ] αδύνατο μια και οι [image: ] είναι απλές ρίζες του [image: ].


    



    Όλες λοιπόν οι ρίζες της (2) είναι μιγαδικές.


    



    Αν το [image: ] είναι ν-βαθμού, τότε:


    



    το [image: ] είναι ν–1 βαθμού το [image: ] είναι 2ν–2 βαθμού


    



    το [image: ] είναι ν–2 βαθμού και το [image: ] είναι 2ν–2 βαθμού,


    



    άρα η (2) είναι το πολύ 2ν–2. Οι μεγιστοβάθμιοι όροι είναι:


    



    του [image: ] [image: ]


    



    του [image: ] [image: ]


    



    του [image: ] [image: ]


    



    του [image: ]


    



    του [image: ]


    



    Στη (2) ο μεγιστοβάθμιος όρος είναι: [image: ]


    



    Είναι [image: ], άρα η (2) έχει 2ν–2 μιγαδικές ρίζες.


    



    Παράδειγμα 5.89


    Έστω [image: ] πολυώνυμο 3ου βαθμού με ρίζες [image: ]. Να αποδειχθεί ότι αν [image: ], τότε:


    [image: ].


    



    Λύση


    



    Είναι: [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ][image: ] (1)


    



    Είναι: [image: ] μια και [image: ]


    



    [image: ]


    



    Πρέπει και αρκεί να αποδειχθεί ότι:


    



    [image: ]


    



    [image: ] (2)


    



    Θεωρούνται τα ζεύγη:


    



    [image: ] [image: ] [image: ]


    



    [image: ] [image: ] [image: ]


    



    Από την ταυτότητα Swartz είναι:


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    5.7 Γεωμετρική ερμηνεία της παραγώγου


    



    5.7.1 Ορισμοί


    



    Εφαπτόμενη καμπύλης


    



    Αν f είναι μία συνάρτηση παραγωγίσιμη στο [image: ], τότε εφαπτόμενη της γραφικής παράστασης στο σημείο[image: ], ονομάζεται η ευθεία με εξίσωση [image: ]. Η έννοια της εφαπτόμενης περιγράφεται αναλυτικά στο κεφάλαιο των συναρτήσεων.


    



    Η ανηγμένη μορφή της εφαπτομένης είναι:[image: ]


    



    Σημεία τομής: με τον x΄x : [image: ]


    



    με τον y΄y : [image: ]


    



    Κάθετος καμπύλης


    



    Κάθετος μιας καμπύλης σε ένα σημείο της ονομάζεται η κάθετος της εφαπτομένης στο αντίστοιχο σημείο της. Αν η καμπύλη δεν δέχεται εφαπτομένη, δεν δέχεται και κάθετο.


    



    Αν μία συνάρτηση f είναι παραγωγίσιμη σε ένα σημείο της [image: ] και [image: ], τότε η εξίσωση της καθέτου είναι:


    [image: ]


    Αν [image: ], τότε η εφαπτομένη είναι η οριζόντια ευθεία [image: ], οπότε η κάθετος θα είναι η κατακόρυφη [image: ].


    Αν [image: ], τότε η εφαπτομένη είναι κατακόρυφη, οπότε η κάθετος θα είναι η οριζόντια ευθεία [image: ].


    



    Εφαπτόμενες καμπύλες


    



    Λέγεται ότι δύο καμπύλες εφάπτονται σε ένα κοινό σημείο τους, αν δέχονται κοινή εφαπτομένη στο κοινό σημείο τους. Οι συνθήκες επαφής μπορούν να γραφούν μαθηματικά ως εξής:


    [image: ] (κοινό σημείο)


    [image: ] (κοινή εφαπτομένη)


    



    Ο συντελεστής διευθύνσεως της κοινής εφαπτομένης δύο καμπυλών (γενικά) δίνεται από τη σχέση:


    [image: ]


    Γωνία δύο καμπυλών


    



    Γωνία δύο καμπυλών σε ένα κοινό σημείο τους ονομάζεται η γωνία των εφαπτομένων τους. Ο τύπος της γωνίας είναι:


    [image: ]


    



    5.7.2 Καθορισμός συντελεστή διεύθυνσης


    Ο συντελεστής διεύθυνσης μίας εφαπτόμενης μπορεί να καθοριστεί με έναν από τους παρακάτω τρόπους:


    α) Από τον ορισμό: [image: ]


    β) Από δύο σημεία της εφαπτομένης: [image: ], [image: ]


    [image: ] [image: ]


    γ) Από την εξίσωση [image: ]: [image: ]


    δ) Από τη σχετική θέση με άλλη ευθεία:


    [image: ]


    [image: ] ή λ1=0 και ε2 κατακόρυφη


    [image: ] τότε [image: ]


    ε) Αν η f είναι παραγωγίσιμη στο [image: ], τότε: [image: ]


    



    5.8 Οδηγίες για τις Ασκήσεις στη Γεωμετρική Ερμηνεία της Παραγώγου


    



    Τα μαθηματικά προβλήματα που σχετίζονται με τη γεωμετρική ερμηνεία της παραγώγου, μπορούν να διακριθούν ανάλογα με το είδος τους στις παρακάτω περιπτώσεις:


    



    5.8.1 Προσδιορισμός της εφαπτόμενης ευθείας σε γνωστό σημείο μιας καμπύλης.


    



    Στο είδος αυτό προβλημάτων, ζητείται η εξίσωση της εφαπτομένης σε σημείο του οποίου η τετμημένηx0 δίνεται αμέσως ή εμμέσως. Εμμέσως, εννοείται ότι δίνεται ένας τρόπος προσδιορισμού τουx0. Σε ιδιαίτερες περιπτώσεις, το x0 μπορεί να προσδιοριστεί από τον συντελεστή διευθύνσεως λ της εφαπτομένης, αν λύθεί η εξίσωση [image: ].


    



    Ο εντοπισμός της εξίσωσης της εφαπτομένης μπορεί να γίνει αν βρεθούν τα [image: ], ακόμη και αν ο τύπος της συνάρτησης δεν είναι γνωστός.


    



    Παράδειγμα 5.90


    Δίνεται η συνάρτηση f με [image: ].


    



    i. Να βρεθεί η εξίσωση της εφαπτομένης της f στο [image: ]


    



    ii. Η εφαπτομένη της f που τέμνει τον άξονα x’x με γωνία 45ο


    



    iii. Η εφαπτομένη της f που είναι παράλληλη της ε με εξίσωση ε: [image: ]


    



    Λύση


    



    Προφανώς, πεδίο ορισμού της f είναι το σύνολο: [image: ]. Η f είναι παραγωγίσιμη στο Α, ως ρητή, οπότε δέχεται εφαπτομένη σε κάθε σημείο της.


    



    [image: ]


    



    i)Είναι στο [image: ]: [image: ], άρα η ζητούμενη εφαπτομένη έχει εξίσωση την [image: ].


    



    ii)Έστω [image: ] η τετμημένη του σημείου επαφής της εφαπτομένης (τετμημένη που δέχεται την εφαπτομένη). Ο συντελεστής διευθύνσεως της εφαπτομένης είναι: [image: ]


    



    Είναι: [image: ] ή [image: ] δεκτές λύσεις


    



    Άρα, υπάρχουν δύο τέτοιες εφαπτομένες δ1, δ2 στα σημεία [image: ], [image: ]


    



    δ1 : [image: ]


    



    δ2 : [image: ]


    



    iii)Ο συντελεστής διευθύνσεως της εφαπτομένης που ζητείται θα είναι: λ=4. Έστω [image: ] η τετμημένη του σημείου της γραφικής παράστασης της f στο οποίο η f δέχεται την εφαπτομένη.


    



    Θα πρέπει: [image: ] ή [image: ]


    


    



    Και οι δύο αυτές λύσεις είναι δεκτές. Άρα, υπάρχουν δύο τέτοιες εφαπτόμενες δ3, δ4:


    



    δ3 : [image: ]


    



    δ4 : [image: ]


    



    Παράδειγμα 5.91


    Δίνεται η συνάρτηση f για την οποία ισχύει ότι [image: ]. Να βρεθεί η εξίσωση της εφαπτομένης στο σημείο [image: ].


    



    Λύση


    



    Είναι για [image: ]: [image: ][image: ]


    



    Υπολογίζεται η[image: ]


    



    Ο λόγος μεταβολής της f στο 0 είναι:


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Έτσι, η εξίσωση της ζητούμενης εφαπτομένης είναι:[image: ]


    



    5.8.2 Εφαπτομένη καμπύλης που διέρχεται από συγκεκριμένο σημείο


    



    Ανεξάρτητα από το αν το σημείο ανήκει ή όχι στην καμπύλη, αναζητώνται τα πιθανά σημεία επαφής ως εξής:


    



    Υποτίθεται ότι το [image: ] είναι η τετμημένη του σημείου επαφής [image: ]. Το x0 θα επαληθεύει τον τύπο της συνάρτηση,ς αλλά και την εξίσωση της εφαπτόμενης. Έτσι, γίνεται ο προσδιορισμός λύνοντας το αντίστοιχο σύστημα.


    



    Επιπλέον, εξετάζεται αν υπάρχει κατακόρυφη εφαπτομένη, δηλαδή αν υπάρχει εφαπτομένη σε σημείο στο οποίο δεν είναι παραγωγίσιμη, που διέρχεται από το δεδομένο σημείο.


    



    Παράδειγμα 5.92


    Δίνεται η συνάρτηση f με [image: ].


    



    Nα βρεθεί η εφαπτομένη της συνάρτησης, που περνά από το σημείο[image: ].


    



    Λύση


    



    Η f ορίζεται όταν [image: ]. Άρα, πεδίο ορισμού της f θα είναι το σύνολο: [image: ]. Η[image: ] είναι παραγωγίσιμη στο IR ως πολυωνυμική.Η [image: ] είναι παραγωγίσιμη ως άρρητη στο IR+. Άρα, η f ως σύνθεση παραγωγίσιμων είναι παραγωγίσιμη στο [image: ]:


    



    [image: ]


    



    Έστω [image: ] η τετμημένη του σημείου στο οποίο η καμπύλη δέχεται τη ζητούμενη εφαπτομένη (ε).Η εξίσωση της εφαπτομένης είναι:


    



    [image: ]


    



    Επειδή [image: ] θα επαληθεύει την προηγούμενη εξίσωση, οπότε:


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Πρέπει [image: ] ισχύει [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ] απορρίπτεται, [image: ]


    



    Είναι: [image: ]


    



    [image: ]


    



    Άρα, η (ε) έχει εξίσωση: [image: ]


    



    Εξετάζεται αν υπάρχει εφαπτομένη σε σημείο στο οποίο η f δεν είναι παραγωγίσιμη, δηλαδή σε κάποιο σημείο τετμημένης [image: ], ώστε να περνάει από το Α.


    



    Στο 2: Εξετάζεται αν η συνάρτηση δέχεται εφαπτομένη στο σημείο [image: ]


    



    [image: ]


    


    
      
        

      

    


    
      [image: ]

    


    



    [image: ]


    



    Άρα, η εφαπτομένη στο [image: ] είναι η κατακόρυφη [image: ], ευθεία δ. Παρατηρώ ότι [image: ], οπότε η ευθεία [image: ] είναι λύση του προβλήματος.


    



    Στο –2:


    



    [image: ]


    
      [image: ]

    


    



    [image: ]


    



    Άρα, η εφαπτομένη στο [image: ] είναι η κατακόρυφη [image: ], ευθεία ζ. Παρατηρώ ότι [image: ], οπότε η ευθεία [image: ] δεν είναι λύση του προβλήματος.


    



    Παράδειγμα 5.93


    Nα βρεθεί η εφαπτομένη της γραφικής παράστασης της f με [image: ], που διέρχεται από το σημείο [image: ].


    



    Λύση


    



    Προφανώς, πεδίο ορισμού της f είναι το σύνολο [image: ]. Η f είναι παραγωγίσιμη στο IR ως πολυωνυμική.


    



    [image: ]. Έστω [image: ] η τετμημένη του σημείου στο οποίο η καμπύλη της f έχει τη ζητούμενη εφαπτομένη (ε). Η (ε) θα έχει εξίσωση:


    



    [image: ] (1)


    



    Αφού η (ε) διέρχεται από το [image: ], το Α θα επαληθεύει την (1), οπότε:


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ] ή [image: ] δεκτές.


    



    Στο 1: (ε) : [image: ]


    



    Στο -2: (ε) : [image: ]


    



    Άρα, υπάρχουν δύο τέτοιες εφαπτομένες, η ευθεία [image: ] και η[image: ].


    



    5.8.3 Εφαπτομένη καμπύλης που διέρχεται από συγκεκριμένο σημείο


    



    Για την περίπτωση αυτή προβλημάτων, μπορεί να ακολουθηθεί η ίδια τεχνική που προτείνεται για τον προσδιορισμό της εφαπτόμενης και να ακολουθήσει ο προσδιορισμός της καθέτου (από την εξίσωση της εφαπτόμενης).


    



    Παράδειγμα 5.94


    Nα βρεθεί η κάθετος της [image: ] στο [image: ].


    



    Λύση


    



    Πεδίο ορισμού της f είναι το Α=ΙR. Η f ως σύνθεση παραγωγίσιμων [image: ] είναι παραγωγίσιμη στο A:


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Άρα, ο συντελεστής διευθύνσεως της εφαπτομένης στο [image: ] είναι 0, οπότε η εφαπτομένη είναι οριζόντια. Η κάθετος λοιπόν της f στο [image: ] είναι η κατακόρυφη ευθεία [image: ].


    



    Παράδειγμα 5.95


    Nα βρεθεί η κάθετος της f με[image: ] που τέμνει τον άξονα y’y με γωνία 30ο.


    



    Λύση


    



    Πεδίο ορισμού της f θα είναι το σύνολο Α=ΙR. Η f είναι παραγωγίσιμη στο IR, ως πολυωνυμική. Έστω [image: ] η τετμημένη του σημείου της καμπύλης της f στο οποίο ζητείται η κάθετος.


    



    [image: ]


    



    Ο συντελεστής διευθύνσεως της εφαπτομένης στο σημείο [image: ] είναι: [image: ].


    



    Ο συντελεστής διευθύνσεως δηλαδή της καθέτου θα είναι: [image: ] (1)


    



    Η γωνία της καθέτου (ε) με τον άξονα x’x είναι 60ο: [image: ] οπότε [image: ].Έτσι:


    



    [image: ]


    



    Η εξίσωση της (ε) θα είναι:


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    5.8.4 Εφαπτομένη σε ανώμαλα σημεία


    



    Τα προβλήματα αυτά αφορούν τον προσδιορισμό της εφαπτόμενης σε σημεία στα οποία η συνάρτηση δεν είναι παραγωγίσιμη. Στην περίπτωση αυτή, μπορεί κανείς να εργαστεί χρησιμοποιώντας τα όρια του λόγου μεταβολής και τις αντίστοιχες γεωμετρικές ερμηνείες.


    



    Παράδειγμα 5.96


    



    Δίνεται η συνάρτηση f με [image: ]. Να βρεθεί η εφαπτομένη και η κάθετος στο 2.


    



    Λύση


    



    Υπολογίζονται οι πλευρικές παράγωγοι στο 2:


    



    Για x<2: [image: ]


    



    [image: ]


    



    Θα αποδειχθεί ότι: [image: ] (1). Είναι: [image: ]


    



    [image: ]


    



    Αυτό ισχύει αφού [image: ] οπότε [image: ].


    
      
        

      

    


    
      [image: ]

    


    



    [image: ]


    



    Για x>2: [image: ]


    
      
        

      

    


    
      [image: ]

    


    


    



    Άρα: [image: ] , και επομένως, η f δέχεται κατακόρυφη εφαπτομένη στο 2 την [image: ]. Η κάθετος της f στο 2 θα είναι η οριζόντια ευθεία [image: ].


    



    5.8.5 Γωνία δύο καμπυλών σε ένα κοινό σημείο τους


    



    Για την αντιμετώπιση τέτοιων προβλημάτων, υπολογίζονται οι εφαπτόμενες ευθείες των καμπυλών και στη συνέχεια, υπολογίζεται η γωνία μεταξύ τους.


    



    Παράδειγμα 5.97


    Να βρεθεί η γωνία των καμπυλών των συναρτήσεων f με [image: ], g με [image: ] στο κοινό σημείο τους.


    



    Λύση


    



    Οι συναρτήσεις έχουν πεδίο ορισμού το IR. Έστω [image: ] η τετμημένη του κοινού τους σημείου. Πρέπει:


    



    [image: ].


    



    Κοινό σημείο τους είναι το σημείο [image: ]. Οι f, g είναι παραγωγίσιμες στο IR ως εκθετικές.


    



    [image: ], [image: ]


    



    Η κλίση λοιπόν της καμπύλης της f στο 0 είναι:[image: ], ενώ η κλίση της καμπύλης της g στο 0 είναι:[image: ]. Είναι [image: ] οπότε οι καμπύλες των f, g στο 0 είναι κάθετες.


    



    Παράδειγμα 5.98


    Να βρεθεί η γωνία των καμπυλών των συναρτήσεων f, g με [image: ], [image: ] σε καθένα από τα κοινά σημεία τους.


    



    Λύση


    



    Προφανώς, πεδίο ορισμού της f είναι το IR, ενώ πεδίο ορισμού της g είναι το σύνολο Α=IR+.Έστω [image: ] η τετμημένη κάθε κοινού τους σημείου.Πρέπει:


    



    [image: ] ή [image: ].


    



    Υπάρχουν, επομένως, δύο κοινά σημεία: [image: ], [image: ]. Η f είναι παραγωγίσιμη στο IR ως πολυωνυμική.


    



    [image: ]


    



    Η g είναι παραγωγίσιμη στο [image: ]ως άρρητη.


    



    [image: ]


    



    Στο [image: ] η f έχει κλίση [image: ], ενώ η g έχει κατακόρυφη εφαπτομένη διότι:


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Άρα, οι καμπύλες των f, g στο 0 είναι κάθετες.


    



    Στο [image: ] η f έχει κλίση [image: ], ενώ η g έχει κλίση [image: ].


    



    Αν ω η ζητούμενη γωνία, τότε:


    



    [image: ]


    



    5.8.6 Προβλήματα σχετικά με εφαπτόμενες καμπύλες


    



    Για την αντιμετώπιση τέτοιων προβλημάτων, καταγράφονται οι συνθήκες που απαιτούνται, ώστε οι δύο (ή περισσότερες, ανάλογα με το πρόβλημα) καμπύλες να είναι εφαπτόμενες και με βάση αυτές προσδιορίζονται οι ζητούμενες παράμετροι.


    



    Παράδειγμα 5.99


    Να προσδιοριστεί η παράμετρος α, ώστε οι καμπύλες των συναρτήσεων f, g με [image: ], [image: ] να έχουν κοινή εφαπτομένη σε ένα κοινό σημείο τους (να εφάπτονται). Να βρεθεί η κοινή εφαπτομένη και να σχεδιαστεί ένα πρόχειρο διάγραμμα.


    



    Λύση


    



    Το πεδίο ορισμού των f, g είναι το IR. Οι f, g είναι παραγωγίσιμες στο IR ως εκθετική και σύνθεση εκθετικής και πολυωνυμικής αντίστοιχα. Έστω [image: ] η τετμημένη του σημείου στο οποίο εφάπτονται οι καμπύλες τωνf,g. Πρέπει:


    



    [image: ] (1) για να είναι κοινό το σημείο,


    



    και [image: ] για να εφάπτονται οι καμπύλες


    



    [image: ], [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Ένα διάγραμμα με τις δύο εφαπτόμενες καμπύλες δίνεται στο Σχήμα 5.9. Η κοινή εφαπτομένη θα είναι η εφαπτομένη της καμπύλης της f στο [image: ]:


    



    [image: ]


    
      
        

      

    


    
      [image: ]

    


    



    Σχήμα 5.9: Γραφική παράσταση του παραδείγματος εφαπτόμενων καμπυλών.


    



    5.8.7 Κοινή εφαπτόμενη δύο καμπυλών


    



    Στην περίπτωση αυτή, μπορεί κανείς να εργαστεί παρόμοια με τις προηγούμενες περιπτώσεις ξεκινώντας από την κατάσταση των εξισώσεων που αντιστοιχούν στις απαιτούμενες εξισώσεις και λύνοντας ανάλογα με τα ζητούμενα. Σημειώνεται ότι δύο καμπύλες μπορούν να έχουν κοινή εφαπτόμενη, χωρίς να είναι οι ίδιες εφαπτόμενες μεταξύ τους. Ένα παράδειγμα τέτοιας περίπτωσης παρουσιάζεται στο Σχήμα 5.10.


    
      
        

      

    


    
      [image: ]

    


    



    Σχήμα 5.10: Γραφική παράσταση του παραδείγματος εφαπτόμενων καμπυλών.


    



    Παράδειγμα 5.100


    Να βρεθεί η κοινή εφαπτομένη των καμπυλών των συναρτήσεων f, g με [image: ], [image: ].


    



    Λύση


    



    Πεδίο ορισμού των f, g είναι το σύνολο [image: ]. Οι f, g είναι παραγωγίσιμες, ως λογαριθμικές. Έστω [image: ] οι τετμημένες των σημείων στα οποία οι f, g αντίστοιχα δέχονται την κοινή εφαπτομένη.


    



    [image: ], [image: ]


    



    Είναι: [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Η ζητούμενη εφαπτομένη θα έχει εξίσωση:


    



    [image: ]


    



    5.8.8 Εφαπτόμενη σύνθετων συναρτήσεων


    



    Ιδιαίτερο ενδιαφέρον παρουσιάζουν προβλήματα της εξής μορφής: Δίνεται η εξίσωση της εφαπτομένης μίας συνάρτησης f: στο [image: ]. Ζητείται η εξίσωση της εφαπτομένης της [image: ] στο [image: ]. Το πρόβλημα λύνεται με προσδιορισμό των [image: ], [image: ] από σύστημα που κατασκευάζεται αν γραφθεί η δοθείσα εφαπτομένη με δύο τρόπους στην ανηγμένη μορφή.


    



    Παράδειγμα 5.101


    Η f είναι παραγωγίσιμη και η εφαπτομένη της στο [image: ] έχει εξίσωση [image: ]. Να βρεθεί η εξίσωση της [image: ] στο [image: ].


    



    Λύση


    



    Δόθηκε στο [image: ] ότι η εξίσωση της εφαπτομένης είναι:


    



    [image: ]


    



    Αλλά αυτή είναι: [image: ][image: ]


    



    Επειδή αυτές ταυτίζονται, πρέπει [image: ] και [image: ]. Η g ως σύνθεση παραγωγίσιμων είναι παραγωγίσιμη στο IR*.


    



    [image: ]


    



    Η ζητούμενη εφαπτομένη είναι:


    



    [image: ] (1)


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Επομένως:


    



    [image: ]


    



    5.9 Φύλλο αυτοαξιολόγησης


    



    1. Η συνάρτηση f(x) = xx ,x > 0:


    α) Είναι γνησίως αύξουσα


    β) Είναι γνησίως φθίνουσα


    γ) Έχει ολικό ελάχιστο


    δ) Έχει ολικό μέγιστο


    



    2. Η συνάρτηση [image: ] έχει ολικό μέγιστο:


    α) 1/(2α) για x = α


    β) 1/(4α) για x = α


    γ) 1/(2α) για x = - α


    δ) 1/(4α) για x = - α


    



    3. Η παράγωγος της συνάρτηση f(x) = xlnx + xx είναι:


    α) f’(x) = (1 + lnx) ∙ (1 + xx)


    β) f’(x) = xx ∙ lnx


    γ) f’(x) = 1 + lnx + xx


    δ) f’(x) = 1 + lnx + xx-1


    



    4. Ποια από τις παρακάτω συναρτήσεις ικανοποιεί την εξίσωση f’(x) = f(x) ∙ (lnx + 1);


    α) f(x) = xx


    α) f(x) = x ∙ ex


    γ) f(x) = lnx


    δ) f(x) = xlnx


    



    5. Η παράγωγος της συνάρτησης: [image: ] στο σημείο x = 0:


    α) Είναι f’(0) = 0


    β) Δεν ορίζεται αλλά η κλίση της είναι +∞.


    γ) Δεν ορίζεται και η κλίση της είναι -∞ από αριστερά και +∞ από δεξιά


    δ) Δεν ορίζεται και η κλίση της είναι +∞ από αριστερά και -∞ από δεξιά


    



    6. Αν για μια παραγωγίσιμη συνάρτηση f: ισχύει f(x+ y) = f(x) ∙ f(y), τότε:


    α) f’(x) = f’(0)/x


    β) f’(x) = f’(0)


    β) f’(x) = f’(0)/ f(x)


    δ) f’(x) = f’(0) ∙ f(x)


    



    7. Η εφαπτόμενη της συνάρτησης [image: ] που διέρχεται από την αρχή των αξόνων έχει κλίση:


    α) 0


    β) 1


    γ) e


    δ) e-1


    



    8. Ο ελάχιστος και ο μέγιστος ρυθμός μεταβολής της συνάρτησης [image: ] παρατηρούνται αντίστοιχα όταν:


    α) x = α και x = 2α


    β) x = 2α και x = 0


    γ) x = 0 και x = α


    δ) x = 2α και x = α


    



    9. Ο ρυθμός μεταβολής της συνάρτησης f(x) = A (1 - e-x) , x ≥ 0 :


    α) Παραμένει σταθερός


    β) Αυξάνεται διαρκώς με το x


    γ) Μειώνεται διαρκώς με το x


    δ) Δεν είναι μονότονος


    



    10. Η εξίσωση f’’(x) = α ∙ f(x) ικανοποιείται από πολυωνυμικές, τριγωνομετρικές και εκθετικές συναρτήσεις αντίστοιχα εάν:


    α) α = 0, α < 0 και α > 0


    β) α < 0, α > 0 και α = 0


    γ) α > 0, α = 0 και α < 0


    δ) α = 0, α > 0 και α < 0


    


  


  
    Κεφάλαιο 6: Ολοκληρωτικός Λογισμός


    



    Σύνοψη


    



    Στο κεφάλαιο αυτό εισάγεται ο ορισμός του αόριστου ολοκληρώματος και παρατίθεται αναλυτική μεθοδολογία συναφών ασκήσεων με προσανατολισμό σε προβλήματα μηχανικών. Εισάγεται, επίσης, η έννοια και οι εφαρμογές του ορισμένου ολοκληρώματος με έμφαση σε εφαρμογές ανισοτήτων και της έννοιας της μέσης τιμής. Συμπεριλαμβάνονται, επίσης, προβλήματα σε θέματα γεωμετρικών εφαρμογών, ρυθμού μεταβολής και αθροιστικών (σωρευτικών) συναρτήσεων.


    



    Στόχος


    



    Ο στόχος του κεφαλαίου αυτού είναι η εισαγωγή της έννοιας του ολοκληρώματος, ως η αντίστροφη μαθηματική έννοια της παραγώγου. Επιδιώκεται η απόκτηση ευχέρειας στην αντιμετώπιση προβλημάτων υπολογισμού αόριστων και ορισμένων ολοκληρωμάτων. Τέλος, μέσα από την ανάπτυξη ποικίλων προβλημάτων ολοκληρωτου λογισμού επιδιώκεται η κατανόηση της φυσικής σημασίας του ολοκληρώματος ως σωρευτικό αποτέλεσμα ενός φυσικού μεγέθους, όταν η μεταβλητή είναι ο χρόνος, αλλά και ως συνολικό αποτέλεσμα ενός χωρικά κατανεμημένου φυσικού μεγέθους, όταν η μεταβλητή αντιστοιχεί στις διαστάσεις του χώρου.


    



    Προαπαιτούμενη γνώση


    



    Ευχέρεια στην μελέτη και τη χρήση συναρτήσεων. Κατανόηση και ικανότητα υπολογισμού της παραγώγου συναρτήσεων.

  


  
    6.1 Ορισμός και ιδιότητες του αόριστου ολοκληρώματος


    
      
        

      

    


    
      [image: ]

    


    



    Προφανώς, αν F είναι μία παράγουσα της f, τότε και η [image: ] θα είναι παράγουσα της f, διότι:


    


  


  
    
      [image: ]

    

  


  
    
      
        

      

    


    
      [image: ]

    


    



    Επεξήγηση του συμβόλου


    



    Το σύμβολο που χρησιμοποιείται για το ολοκλήρωμα συνδέεται με τον ορισμό του ορισμένου ολοκληρώματος, ο οποίος θα δοθεί σε επόμενη ενότητα αυτού του κεφαλαίου. Ωστόσο, προκειμένου να επιτευχθεί η ουσιαστική κατανόηση του συμβόλου και του τρόπου χρήσης του, η σύνδεση αυτή αναφέρεται παρακάτω:


    



    Η σχέση ορισμού του ορισμένου ολοκληρώματος, βασίζεται στις έννοιες του ορίου και του αθροίσματος:


    


  


  
    
      [image: ]

    

  


  
    



    Το σύμβολο, λοιπόν, του ολοκληρώματος υποδηλώνει άθροισμα, με τις παρακάτω αντιστοιχήσεις:

  


  
    
      το [image: ]γίνεται [image: ]

    

  


  
    
      το [image: ]γίνεται[image: ]

    

  


  
    
      ενώ το [image: ]γίνεται dx.

    

  


  
    



    Συνέπειες του ορισμού


    



    • [image: ]


    



    • [image: ]


    



    • [image: ]


    



    Τύποι του αόριστου ολοκληρώματος


    



    Με εφαρμογή του ορισμού και χρησιμοποιώντας τις γνωστές ιδιότητες και τύπους των παράγωγων συναρτήσεων, προκύπτουν οι παρακάτω τύποι.


    



    i) Απλοί τύποι


    



    • [image: ]


    



    • [image: ]


    



    • [image: ]


    



    • [image: ]


    



    • [image: ]


    



    • [image: ]


    



    • [image: ]


    



    • [image: ]


    



    • [image: ]


    



    • [image: ]


    



    ii) Διαδικασίες


    



    • [image: ]


    



    • [image: ]


    



    • [image: ]


    



    • [image: ]


    



    • [image: ]


    



    iii) Ειδικοί τύποι


    Αν στη θέση του x βρίσκεται η παράσταση: [image: ], τότε ισχύουν οι τύποι για το [image: ], με συντελεστή το [image: ], δηλαδή:


    



    αν: [image: ] τότε: [image: ]


    



    Απόδειξη


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    


    



    Από αυτήν την ιδιότητα προκύπτουν οι παρακάτω τύποι:


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    iv) Γενικευμένοι τύποι


    Αν στη θέση του x ενός τύπου βρίσκεται μια παράσταση [image: ], τότε αναζητείται ως συνοδός παράγοντας η παράγωγος του [image: ]. Αν αυτή βρεθεί ή αν μπορεί να κατασκευαστεί, τότε προκύπτει ένας γενικευμένος τύπος. Οι βασικοί γενικευμένοι τύποι αόριστων ολοκληρωμάτων αναφέρονται παρακάτω:


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    6.1.1 Ιδιότητες των αόριστων ολοκληρωμάτων


    



    Παρακάτω αναφέρονται οι βασικές ιδιότητες των αόριστων ολοκληρωμάτων.


    



    i) Ολοκλήρωμα αθροίσματος συναρτήσεων:


    [image: ]


    



    ii) Ολοκλήρωμα γινομένου σταθεράς και συνάρτησης:


    [image: ]


    



    iii) Γραμμικότητα του ολοκληρώματος:


    [image: ]


    



    iv) Κανόνας της ολοκλήρωσης κατά παράγοντες:


    [image: ] ή


    [image: ]


    



    6.1.2 Ιδιότητες του διαφορικού


    



    i) Πρόσθεση σταθεράς σε διαφορικό


    Σε ένα διαφορικό, μπορεί να προστεθεί (ή να αφαιρεθεί) μια σταθερά, χωρίς να προκύψει καμία αλλαγή:


    



    dx = d(x ± c)


    


    



    ii) Πολλαπλασιασμός σταθεράς με διαφορικό


    Ένα διαφορικό μπορεί να πολλαπλασιαστεί (ή να διαιρεθεί) με μια σταθερά, αρκεί αυτό να πολλαπλασιαστεί ή να διαιρεθεί (εξωτερικά) αντίστοιχα με τη σταθερά:


    



    d(c∙x) = c∙dx


    



    Παράδειγμα 6.1


    [image: ]


    



    [image: ]


    



    iii) Διαφορικό ολοκληρώματος


    



    [image: ]


    



    6.2 Ολοκλήρωση συναρτήσεων με χρήση των τύπων


    



    6.2.1 Ολοκλήρωση μονωνύμων του x


    



    Στις περιπτώσεις που απαιτείται ο υπολογισμός του αόριστου ολοκληρώματος ενός μονωνύμου του x, ο υπολογισμός αυτός μπορεί να γίνει γράφοντας το μονώνυμο στη μορφή: [image: ]με βάση τις ιδιότητες των δυνάμεων και των ριζών, και εφαρμόζοντας κατόπιν, τους τύπους.


    



    Παράδειγμα 6.2


    Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα: [image: ].


    



    Λύση


    



    [image: ].


    



    Παράδειγμα 6.3


    Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα: [image: ].


    



    Λύση


    



    Αν [image: ], τότε η f ορίζεται στο IR*.


    



    Άρα, με [image: ]: [image: ]


    



    [image: ]


    



    Παράδειγμα 6.4


    Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα: [image: ].


    



    Λύση


    



    Πρέπει [image: ].


    



    Τότε: [image: ]


    



    Παράδειγμα 6.5


    Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα: [image: ].


    



    Λύση


    



    Πρέπει [image: ]. Τότε: [image: ]


    



    [image: ]


    



    Παράδειγμα 6.6


    Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα: [image: ].


    



    Λύση


    



    Η συνάρτηση [image: ] ορίζεται για [image: ].


    



    Είναι: [image: ]


    



    Άρα: [image: ][image: ]


    



    6.2.2 Ολοκλήρωση με άμεση εφαρμογή γνωστών τύπων


    



    Σε πολλές περιπτώσεις υπολογισμού αόριστων ολοκληρωμάτων, αρκεί η άμεση εφαρμογή των γνωστών τύπων.


    



    Παράδειγμα 6.7


    Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα: [image: ]


    



    Λύση


    



    για [image: ]: [image: ]


    



    [image: ]


    



    Παράδειγμα 6.8


    Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα: [image: ].


    



    Λύση


    



    Πρέπει [image: ]: [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Παράδειγμα 6.9


    Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα: [image: ].


    



    Λύση


    



    Πρέπει: [image: ].


    



    Τότε: [image: ]


    



    [image: ].


    



    Παράδειγμα 6.10


    Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα: [image: ].


    



    Λύση


    



    Πρέπει: [image: ]:


    



    Είναι: [image: ]


    



    Άρα: [image: ]


    



    [image: ].


    



    Παράδειγμα 6.11


    Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα: [image: ].


    



    Λύση


    



    Πρέπει [image: ]:


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ].


    



    Παράδειγμα 6.12


    Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα: [image: ].


    



    Λύση


    



    [image: ]


    



    [image: ].


    



    Παράδειγμα 6.13


    Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα: [image: ].


    



    Λύση


    



    Πρέπει [image: ]:


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Παράδειγμα 6.14


    Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα: [image: ].


    



    Λύση


    



    [image: ]


    



    Είναι: [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ].


    



    Παράδειγμα 6.15


    Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα: [image: ].


    



    Λύση


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Παράδειγμα 6.16


    Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα: [image: ].


    



    Λύση


    



    [image: ]


    



    Παράδειγμα 6.17


    Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα: [image: ].


    



    Λύση


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Παράδειγμα 6.18


    Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα: [image: ].


    



    Λύση


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Παράδειγμα 6.19


    Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα: [image: ].


    



    Λύση


    



    [image: ]


    



    Παράδειγμα 6.20


    Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα: [image: ].


    



    Λύση


    



    Πρέπει: [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Παράδειγμα 6.21


    Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα: [image: ].


    



    Λύση


    



    [image: ]


    



    Παράδειγμα 6.22


    Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα: [image: ].


    



    Λύση


    



    Πρέπει: [image: ]


    



    [image: ]


    



    Παράδειγμα 6.23


    Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα: [image: ].


    



    Λύση


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Παράδειγμα 6.24


    Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα: [image: ].


    



    Λύση


    



    Πρέπει: [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Παράδειγμα 6.25


    Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα: [image: ].


    



    Λύση


    



    Πρέπει: [image: ]


    



    Είναι: [image: ]


    



    Αλλά: [image: ]


    



    [image: ]


    



    Επομένως: [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Παράδειγμα 6.26


    Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα: [image: ].


    



    Λύση


    



    Πρέπει: [image: ]


    



    Είναι: [image: ]


    



    Άρα: [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Παράδειγμα 6.27


    Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα: [image: ].


    



    Λύση


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Παράδειγμα 6.28


    Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα: [image: ].


    



    Λύση


    



    Πρέπει: [image: ].


    



    [image: ]


    



    Παράδειγμα 6.29


    Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα: [image: ].


    



    Λύση


    



    [image: ]


    



    Παράδειγμα 6.30


    Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα: [image: ].


    



    Λύση


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Παράδειγμα 6.31


    Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα: [image: ]


    



    Λύση


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Παράδειγμα 6.32


    Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα: [image: ].


    



    Λύση


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Παράδειγμα 6.33


    Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα: [image: ].


    



    Λύση


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Παράδειγμα 6.34


    Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα: [image: ].


    



    Λύση


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    6.2.3 Ολοκλήρωση με τη βοήθεια τριγωνομετρικών τύπων


    



    Ειδικά για τις περιπτώσεις υπολογισμού αόριστων ολοκληρωμάτων παραστάσεων με τριγωνομετρικές συναρτήσεις, η γνώση ή η αναφορά σε τριγωνομετρικούς τύπους είναι απαραίτητη. Εκτός από τους συνήθεις τύπους αθροισμάτων και διαφορών τριγωνομετρικών συναρτήσεων και τους τύπους τριγωνομετρικών συναρτήσεων αθροισμάτων και διαφορών τόξων, κάποιοι ιδιαίτερα χρήσιμοι τύποι συνοψίζονται παρακάτω:


    
      
        

      

    


    
      [image: ]

    


    



    Παράδειγμα 6.35


    Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα: [image: ].


    



    Λύση


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Παράδειγμα 6.36


    Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα: [image: ].


    



    Λύση


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Παράδειγμα 6.37


    Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα: [image: ].


    



    Λύση


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    6.3 Μέθοδοι εργασίας υπολογισμού αόριστων ολοκληρωμάτων


    



    Στην ενότητα αυτή παρουσιάζεται μια σειρά μεθόδων εργασίας για τον υπολογισμό αόριστων ολοκληρωμάτων. Η παρουσίαση της μεθοδολογίας γίνεται με ομαδοποίηση ανά τρόπο εργασίας. Οδηγίες για την αντιμετώπιση προβλημάτων, με ομαδοποίηση ανά τύπο συνάρτησης δίνονται στην επόμενη ενότητα. Οι δύο αυτές προσεγγίσεις συνδυαστικά αποσκοπούν στην απόκτηση πολύπλευρης και ισχυρής ικανότητας επίλυσης προβλημάτων ολοκληρωτικού λογισμού.


    



    Οι μέθοδοι εργασίας που παρουσιάζονται παρακάτω είναι η διάσπαση σε απλούστερα ολοκληρώματα, ο μετασχηματισμός του διαφορικού, η αναζήτηση της παράγουσας συνάρτησης, η αλλαγή μεταβλητής και η μέθοδος της ολοκλήρωσης κατά παράγοντες.


    



    6.3.1 Διάσπαση σε απλούστερα ολοκληρώματα


    



    Κατά τη μέθοδο αυτή γίνεται προσπάθεια απλούστευσης του προβλήματος με διάσπαση της αρχικής παράστασης σε απλούστερες.


    



    Παράδειγμα 6.38


    Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα: [image: ]


    



    Λύση


    



    Είναι: [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    6.3.2 Μετασχηματισμός του διαφορικού


    



    Κατά τη μέθοδο αυτή, επιχειρείται μετασχηματισμός του διαφορικού, με τέτοιον τρόπο ώστε να προκύπτει ολοκλήρωμα γνωστής συνάρτησης.


    



    Παράδειγμα 6.39


    Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα: [image: ].


    



    Λύση


    



    Είναι: [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Παράδειγμα 6.40


    Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα: [image: ].


    



    Λύση


    



    Είναι: [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    6.3.3 Αναζήτηση της παράγουσας συνάρτησης


    



    Κατά την αναζήτηση της παράγουσας μίας συνάρτησης, γενικά επιχειρείται να γραφεί αυτή ως παράγωγος μιας συνάρτησης. Ανάλογα με τη μορφή της συνάρτησης, διακρίνονται οι παρακάτω περιπτώσεις:


    



    i) Άθροισμα γινομένων


    



    [image: ]ή[image: ]


    



    Στις περιπτώσεις αυτής της μορφής, αν για διάφορους λόγους φαίνεται ότι δεν βοηθάει η διάσπαση, διερευνάται η περίπτωση να είναι η συνάρτηση παράγωγος γινομένου. Το πιο σημαντικό βήμα στη διερεύνηση αυτή είναι ο εντοπισμός μιας παράστασης που εμφανίζεται σε κάποιον (ή κάποιους) από τους όρους του αθροίσματος, ενώ στους υπόλοιπους όρους εμφανίζεται η παράγωγός της ως συνοδός παράγοντας.


    



    Παράδειγμα 6.41


    Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα: [image: ].


    



    Λύση


    



    Είναι: [image: ]


    



    [image: ]


    



    Παράδειγμα 6.42


    Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα: [image: ].


    



    Λύση


    



    Είναι: [image: ]


    



    [image: ]


    



    Παράδειγμα 6.43


    Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα: [image: ].


    



    Λύση


    



    Είναι: [image: ]


    



    [image: ]


    



    Παράδειγμα 6.44


    Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα: [image: ].


    



    Λύση


    



    Είναι: [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    ii) Πηλίκο αθροίσματος γινομένων δια το τετράγωνο μιας παράστασης


    



    [image: ]


    



    Στις περιπτώσεις τέτοιων παραστάσεων διερευνάται η πιθανότητα η παράσταση να αποτελεί παράγωγο κλάσματος. Το κλάσμα έχει παρονομαστή Ε, ενώ ο όρος Ε εμφανίζεται ως συνοδός παράγοντας στον αριθμητή.


    



    Παράδειγμα 6.45


    Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα: [image: ].


    



    Λύση


    



    Πρέπει: [image: ]


    



    Είναι: [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Παράδειγμα 6.46


    Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα: [image: ].


    



    Λύση


    



    Πρέπει: [image: ]


    



    Είναι: [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    i


    ii) Γινόμενο ή πηλίκο δυνάμεων ή ριζών κάποιων παραστάσεων


    



    [image: ]


    



    Αν η συνάρτηση προς ολοκλήρωση περιλαμβάνει δυνάμεις ή ρίζες μιας παράστασης, αναζητείται ως συνοδός παράγοντας η παράγωγος της βάσης ή του υπόριζου. Ο συνοδός παράγοντας μπορεί να εντοπιστεί άμεσα ή να κατασκευαστεί με προσθέσεις, αφαιρέσεις ή διασπάσεις. Έτσι, η συνάρτηση γράφεται στη μορφή του αριστερού μέλους του παρακάτω τύπου, ο οποίος και εφαρμόζεται για τη λύση του προβλήματος.


    



    [image: ]


    



    Παράδειγμα 6.47


    Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα: [image: ].


    



    Λύση


    



    Είναι: [image: ]


    



    Παράδειγμα 6.48


    Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα: [image: ].


    



    Λύση


    



    Είναι: [image: ]


    



    [image: ]


    



    Παράδειγμα 6.49


    Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα: [image: ].


    



    Λύση


    



    Είναι: [image: ]


    



    [image: ]


    



    Παράδειγμα 6.50


    Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα: [image: ].


    



    Λύση


    



    Είναι: [image: ]


    



    [image: ]


    



    Παράδειγμα 6.51


    Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα: [image: ].


    



    Λύση


    



    Πρέπει: [image: ].


    



    Είναι: [image: ]


    



    Παράδειγμα 6.52


    Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα: [image: ].


    



    Λύση


    



    Πρέπει: [image: ]


    



    Είναι: [image: ]


    



    Παράδειγμα 6.53


    Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα: [image: ].


    



    Λύση


    



    Πρέπει: [image: ].


    



    Είναι: [image: ]


    


    



    Παράδειγμα 6.54


    Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα: [image: ].


    



    Λύση


    



    Πρέπει: [image: ].


    



    Είναι: [image: ]


    



    [image: ]


    



    Παράδειγμα 6.55


    Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα: [image: ].


    



    Λύση


    



    Πρέπει: [image: ]


    



    Είναι: [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Παράδειγμα 6.56


    Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα: [image: ].


    



    Λύση


    



    Πρέπει: [image: ]


    



    Είναι: [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Παράδειγμα 6.57


    Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα: [image: ].


    



    Λύση


    



    Είναι: [image: ]


    



    [image: ]


    



    Παράδειγμα 6.58


    Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα: [image: ].


    



    Λύση


    



    Είναι: [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Παράδειγμα 6.59


    Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα: [image: ].


    



    Λύση


    



    Είναι: [image: ]


    



    [image: ]


    



    Παράδειγμα 6.60


    Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα: [image: ].


    



    Λύση


    



    Είναι: [image: ]


    



    [image: ]


    



    Παράδειγμα 6.61


    Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα: [image: ].


    



    Λύση


    



    Είναι: [image: ]


    



    [image: ]


    



    Παράδειγμα 6.62


    Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα: [image: ].


    



    Λύση


    



    Είναι: [image: ]


    



    [image: ]


    



    iv) Πηλίκο παραστάσεων


    



    [image: ]


    



    Στις περιπτώσεις ενός απλού κλάσματος παραστάσεων, εξετάζεται εάν η παράγωγος του παρονομαστή δίνει τον αριθμητή.


    



    Παράδειγμα 6.63


    Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα: [image: ].


    



    Λύση


    



    Είναι: [image: ]


    



    [image: ]


    



    Παράδειγμα 6.64


    Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα: [image: ].


    



    Λύση


    



    Πρέπει: [image: ]


    



    Είναι: [image: ]


    



    [image: ]


    



    Παράδειγμα 6.65


    Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα: [image: ].


    



    Λύση


    



    Πρέπει: [image: ]


    



    Είναι: [image: ]


    



    [image: ]


    



    Παράδειγμα 6.66


    Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα: [image: ].


    



    Λύση


    



    Είναι: [image: ]


    



    [image: ]


    



    Παράδειγμα 6.67


    Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα: [image: ].


    



    Λύση


    



    Πρέπει: [image: ].


    



    Είναι: [image: ]


    



    Παράδειγμα 6.68


    Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα: [image: ].


    



    Λύση


    



    Πρέπει: [image: ].


    



    Είναι: [image: ]


    



    [image: ]


    



    v) Εκθετικές συναρτήσεις


    Στις περιπτώσεις εκθετικών συναρτήσεων αναζητείται ως συνοδός παράγοντας η παράγωγος του εκθέτη.


    



    Παράδειγμα 6.69


    Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα: [image: ].


    



    Λύση


    



    Είναι: [image: ]


    



    Παράδειγμα 6.70


    Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα: [image: ].


    



    Λύση


    



    Είναι: [image: ]


    



    [image: ]


    



    Παράδειγμα 6.71


    Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα: [image: ].


    



    Λύση


    



    Πρέπει: [image: ].


    



    Είναι: [image: ]


    



    Παράδειγμα 6.72


    Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα: [image: ].


    



    Λύση


    



    Πρέπει: [image: ].


    



    Είναι: [image: ]


    



    Οπότε: [image: ]


    



    [image: ]


    



    vi) Τριγωνομετρικές συναρτήσεις


    Στις περιπτώσεις που εμφανίζονται τριγωνομετρικές συναρτήσεις, αναζητείται η παράγωγος του τόξου ως συνοδός παράγοντας. Στη συνέχεια, εφαρμόζεται ο κανόνας ολοκλήρωσης σύνθετων συναρτήσεων.


    



    Παράδειγμα 6.73


    Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα: [image: ].


    



    Λύση


    



    Πρέπει: [image: ].


    



    Είναι: [image: ]


    



    Παράδειγμα 6.74


    Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα: [image: ].


    



    Λύση


    



    Είναι: [image: ]


    



    [image: ]


    



    Οπότε: [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Παράδειγμα 6.75


    Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα: [image: ].


    



    Λύση


    



    Πρέπει: [image: ].


    



    Είναι: [image: ]


    



    Οπότε: [image: ]


    



    6.3.4 Αλλαγή μεταβλητής


    



    Σε πολλές περιπτώσεις, η διαδικασία των τροποποιήσεων της συνάρτησης προς ολοκλήρωση διευκολύνεται ιδιαίτερα αν οριστεί μια νέα μεταβλητή και γίνει αντικατάσταση στη συνάρτηση, στο διαφορικό, και, όταν πρόκειται για ορισμένα ολοκληρώματα, στα όριά τους, όπως θα δειχθεί σε επόμενη ενότητα στο κεφάλαιο αυτό. Η αλλαγή μεταβλητής μπορεί να εμπίπτει σε μία από τις παρακάτω μορφές:


    



    [image: ]


    



    Αφού βεβαιωθεί ότι η συνάρτηση που συνδέει την αρχική με τη νέα μεταβλητή είναι ένα προς ένα (1-1), γίνεται διαφόριση:


    



    [image: ]


    



    Έτσι, υπολογίζεται το dx (ή το dx με κάποιον συνοδό παράγοντα που βολεύει), συναρτήσει του dt. Στη συνέχεια, βρίσκεται το x συναρτήσει του t, γίνεται η αντικατάσταση στη συνάρτηση και προκύπτει τελικά ένα απλούστερο ολοκλήρωμα ως προς t. Αφού γίνει ο υπολογισμός του ολοκληρώματος με το t ως μεταβλητή, αντικαθίσταται το t, συναρτήσει του x, και έτσι προκύπτει το τελικό αποτέλεσμα ως προς x. Παρακάτω αναφέρονται οι πιο συνηθισμένες περιπτώσεις που απαιτούν αλλαγή μεταβλητής.


    i) Ρητές συναρτήσεις


    Στις περιπτώσεις ρητών συναρτήσεων με την ειδική μορφή: [image: ], τίθεται: [image: ]


    



    Παράδειγμα 6.76


    Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα: [image: ].


    



    Λύση


    



    Πρέπει: [image: ].


    



    Τίθεται: [image: ].


    



    Προφανώς [image: ]: “1-1”, οπότε:


    



    [image: ]


    



    Άρα: [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    ii) ΄Αρρητες συναρτήσεις


    Στις περιπτώσεις άρρητων συναρτήσεων με την εδική μορφή: [image: ], εξετάζεται αν το πρόβλημα λύνεται με μια από τις δύο παρακάτω απλές αντικαταστάσεις:


    



    [image: ],


    



    Διαφορετικά, αναζητούνται λύσεις με πιο σύνθετες αντικαταστάσεις. Δύο από αυτές αναφέρονται στην παράγραφο iii), στη συνέχεια αυτής της ενότητας.


    



    Παράδειγμα 6.77


    Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα: [image: ].


    



    Λύση


    



    Πρέπει: [image: ].


    



    Τίθεται: [image: ]


    



    Η t είναι παραγωγίσιμη στο [image: ]


    



    Είναι: [image: ] στο [image: ].


    



    Άρα [image: ], οπότε t: “1-1”


    



    Είναι: [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Επομένως: [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Παράδειγμα 6.78


    Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα: [image: ].


    



    Λύση


    



    Το Ι ορίζεται για [image: ]. Τίθεται: [image: ]


    



    Η t είναι παραγωγίσιμη ως σύνθεση παραγωγίσιμων.


    



    [image: ].


    



    Άρα [image: ], οπότε t: “1-1”.


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ] που ισχύει αφού [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    iii) Ειδικές αντικαταστάσεις στις άρρητες συναρτήσεις


    



    Στην περίπτωση ολοκληρώματος της μορφής:


    



    [image: ]


    



    τίθεται:


    



    [image: ]


    



    Παράδειγμα 6.79


    Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα: [image: ]


    



    Λύση


    



    Το Ι ορίζεται στο IR.


    



    Τίθεται[image: ]


    



    Η t είναι παραγωγίσιμη: [image: ]


    



    Άρα [image: ] οπότε: t: “1-1”


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Είναι: [image: ]


    



    [image: ][image: ]


    



    Ακόμη: [image: ]


    



    Επομένως:


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Τίθεται: [image: ]


    



    Είναι: [image: ], οπότε:


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Από την (Α) αντικαθιστώντας το ω και στη συνέχεια το t, βρίσκεται το ολοκλήρωμα συναρτήσει του x.


    



    Παράδειγμα 6.80


    Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα: [image: ]


    



    Λύση


    



    Τίθεται[image: ]


    



    Η t είναι προφανώς “1-1”


    



    [image: ]


    



    Είναι: [image: ]


    



    [image: ]


    



    Ακόμη: [image: ]


    



    [image: ]


    



    Επομένως:


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Από την (Α), με αντικατάσταση του t, βρίσκεται το ζητούμενο ολοκλήρωμα συναρτήσει του x.


    



    Γενικότερα για τις περιπτώσεις ολοκληρωμάτων παραστάσεων που περιέχουν τη ρίζα ενός τριωνύμου, είναι ιδιαίτερα χρήσιμο να είναι γνωστός ο παρακάτω:


    



    [image: ]


    



    Έτσι, τίθεται:


    



    [image: ]


    



    οπότε προκύπτει μία από τις παρακάτω μορφές:


    



    • [image: ]


    



    Αφού: [image: ]: Τίθεται: [image: ]με: [image: ]


    



    Είναι: [image: ]


    



    Άρα:


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Η αντικατάσταση του t γίνεται με χρήση του τόξου ημίτονου: (asinx), αλλά αυτό απαιτείται μόνο στις περιπτώσεις που το ολοκλήρωμα είναι ορισμένο.


    



    Στις περιπτώσεις της μορφής


    



    [image: ]


    μπορεί εξαχθεί κοινός παράγοντας το [image: ] και στη συνέχεια να τεθεί: [image: ]


    



    • [image: ]


    



    Αφού: [image: ]: Τίθεται:[image: ]με: [image: ]


    



    Είναι: [image: ]


    



    Άρα:


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    Το ολοκλήρωμα (Α) υπολογίζεται με μεθόδους που θα αναφερθούν στη συνέχεια αυτού του κεφαλαίου. Σ’ αυτή την περίπτωση δεν θα χρειαστεί να γίνει η αντικατάσταση του t.


    



    Παράδειγμα 6.81


    Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα: [image: ].


    



    Λύση


    



    Είναι: [image: ]


    



    Τίθεται: [image: ]


    



    Είναι: [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    με [image: ].


    



    Παράδειγμα 6.82


    Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα: [image: ].


    



    Λύση


    



    Πρέπει: [image: ]


    



    Είναι: [image: ]


    



    Τίθεται: [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Για λόγους εύκολης αναφοράς, η γενική μέθοδος παραγοντοποίησης του τριωνύμου συνοψίζεται παρακάτω:


    



    [image: ]


    



    Αν [image: ]: διαφορά τετραγώνων: [image: ]


    



    Αν[image: ]: τέλειο τετράγωνο: [image: ]


    



    Αν [image: ]: άθροισμα τετραγώνων: [image: ]


    



    Οπότε η εργασία που ακολουθείται έχει ως εξής:


    



    [image: ]


    



    Στην περίπτωση ολοκληρώματος της μορφής:


    



    [image: ]


    



    Ακολουθείται ένας από τους παρακάτω δύο τρόπους επίλυσης.


    



    α) τρόπος:


    



    Τίθεται: [image: ]


    



    [image: ]


    



    Άρα: [image: ]


    



    [image: ]


    



    Άρα: [image: ][image: ]


    



    Ακολουθεί η επίλυση του ολοκληρώματος ως προς t που προέκυψε, χρησιμοποιώντας τις τεχνικές ολοκλήρωσης πολυωνύμων που έχουν αναλυθεί στο παρόν κεφάλαιο.


    



    β) τρόπος:


    



    Τίθεται: [image: ] [image: ]


    



    Είναι: [image: ]


    



    [image: ]


    


  


  
    
      [image: ]

    

  


  
    



    Ακολουθεί η επίλυση του ολοκληρώματος ως προς t που προέκυψε, χρησιμοποιώντας την τεχνική που θα αναφερθεί στην παράγραφο vi αυτής της ενότητας.


    



    Παράδειγμα 6.83


    Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα: [image: ].


    



    Λύση


    



    Τίθεται: [image: ]


    



    [image: ]


    



    Άρα: t: “1-1”.


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    iv) Εκθετικές και λογαριθμικές συναρτήσεις


    



    Στις περιπτώσεις ολοκληρωμάτων της μορφής:


    



    [image: ]


    



    Τίθεται: [image: ], όπου Ε.Κ.Π. το ελάχιστο κοινό πολλαπλάσιο των όρων στον παρονομαστή.


    



    Παράδειγμα 6.84


    Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα: [image: ]


    



    Λύση


    



    Τίθεται: [image: ]


    



    [image: ]


    



    Είναι: [image: ]


    



    Θα είναι: [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Άρα: [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Στις περιπτώσεις ολοκληρωμάτων της μορφής:


    



    [image: ]


    



    Ελέγχεται αν το ολοκλήρωμα λύνεται βάζονταςlnx = t, ή, στην περίπτωση παράστασης f(g(lnx)), βάζοντας t=g(lnx).


    



    Επομένως, συνοπτικά:


    



    Για [image: ], ελέγχεται αν βολεύει η αντικατάσταση g(x) = t, ή f(x) = t.


    



    Για [image: ], ελέγχεται αν βολεύει η αντικατάσταση lnx = t


    



    Για [image: ], ελέγχεται αν βολεύει η αντικατάστασηf(x) = t


    



    Παράδειγμα 6.85


    Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα: [image: ]


    



    Λύση


    



    Πρέπει: [image: ]


    



    Τίθεται: [image: ]


    



    Είναι: [image: ]


    



    Άρα: [image: ]


    



    Παράδειγμα 6.86


    Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα: [image: ]


    



    Λύση


    



    Πρέπει: [image: ]


    



    Τίθεται: [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Άρα: [image: ]


    



    Σημείωση: Όταν εμφανίζεται η μορφή: [image: ], γίνεται δοκιμή με: f(x) = t ή lnf(x) = t.


    



    Παράδειγμα 6.87


    Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα: [image: ]


    



    Λύση


    



    Τίθεται: [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Παράδειγμα 6.88


    Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα: [image: ]


    



    Λύση


    



    Πρέπει: [image: ]


    



    Τίθεται: [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    iv) Τριγωνομετρικές συναρτήσεις


    Στις περιπτώσεις παραστάσεων με γινόμενα ή πηλίκα ημιτόνων και συνημίτονων, δηλαδή στις μορφές:


    



    [image: ]


    



    Τίθεται συνήθως sinx = t ή cosx = t.


    



    Παράδειγμα 6.89


    Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα: [image: ]


    



    Λύση


    



    Τίθεται: [image: ]: [image: ]


    



    Άρα: [image: ]


    



    [image: ]


    



    Παράδειγμα 6.90


    Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα: [image: ]


    



    Λύση


    



    Τίθεται: [image: ]: [image: ]


    



    [image: ]


    



    Άρα: [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Στη γενικότερη περίπτωση παραστάσεων με αθροίσματα γινομένων ή πηλίκων ημιτόνων και συνημίτονων:


    



    [image: ]


    



    Μπορεί να τεθεί:


    



    [image: ]


    



    Τότε, χρησιμοποιώντας απλούς τριγωνομετρικούς τύπους, θα είναι:


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Ακόμα:


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Παράδειγμα 6.91


    Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα: [image: ]


    



    Λύση


    



    Τίθεται: [image: ], οπότε: [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    6.3.5 Μέθοδος της ολοκλήρωσης κατά παράγοντες


    



    Η μέθοδος αυτή συνίσταται στη διαδοχική εφαρμογή τριών ενεργειών που επαναλαμβάνονται συνεχώς:


    



    • Ολοκλήρωση της μία από τις δύο συναρτήσεις του γινομένου:


    
      
        

      

    


    
      [image: ]

    


    



    • Εφαρμογή του κανόνα:


    



    [image: ]


    



    • Παραγώγιση και τακτοποίηση.


    



    Τα τρία αυτά βήματα επαναλαμβάνονται διαδοχικά: [image: ] μέχρι το ολοκλήρωμα να εξαντληθεί ή μέχρι να βρεθεί το αρχικό. Όταν γίνεται επιστροφή στο αρχικό ολοκλήρωμα Ι, τότε[image: ] και το ολοκλήρωμα υπολογίζεται λύνοντας την εξίσωση ως προς I. Η μέθοδος αυτή εφαρμόζεται όταν η παράσταση που ολοκληρώνεται περιέχει γινόμενα ή πηλίκα άσχετων μεταξύ τους συναρτήσεων.


    Γενικά, οι διάφοροι παράγοντες ολοκληρώνονται κατά προτεραιότητα με βάση την παρακάτω σειρά:


    



    [image: ]


    



    Παράδειγμα 6.92


    Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα: [image: ]


    



    Λύση


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Παράδειγμα 6.93


    Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα: [image: ]


    



    Λύση


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    6.4 Μέθοδοι ολοκλήρωσης ανάλογα με το είδος της συνάρτησης


    



    Στην ενότητα αυτή, παρουσιάζεται μια μεθοδολογία ολοκλήρωσης, με ομαδοποίηση των διάφορων περιπτώσεων ανάλογα με τον τύπο της συνάρτησης. Στις παρακάτω παραγράφους αναφέρονται διαδοχικά οι μέθοδοι ολοκλήρωσης ρητών, άρρητων, τριγωνομετρικών, εκθετικών και λογαριθμικών συναρτήσεων.


    



    6.4.1 Ρητές συναρτήσεις


    



    Αρχικά ελέγχεται αν η παράγωγος του παρονομαστή δίνει τον αριθμητή.


    



    Παράδειγμα 6.94


    Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα: [image: ]


    



    Λύση


    



    [image: ]


    



    Αν αυτό δεν ισχύει, εξετάζεται αν ο παρονομαστής είναι δύναμη διωνύμου:


    



    [image: ]


    



    Στην περίπτωση αυτή, το ολοκλήρωμα μπορεί να υπολογιστεί με αλλαγή μεταβλητής, θέτοντας: [image: ]


    



    Παράδειγμα 6.95


    Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα: [image: ]


    



    Λύση


    



    Πρέπει: [image: ]


    



    Τίθεται: [image: ]. Τότε: [image: ]


    



    Άρα: [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Σε κάθε άλλη περίπτωση, γίνεται προσπάθεια διάσπασης του κλάσματος σε άθροισμα κλασμάτων. Για τον


    σκοπό αυτόν, ελέγχονται οι βαθμοί του αριθμητή και του παρονομαστή και ακολουθείται η κατάλληλη μέθοδος (παραγοντοποίηση ή αλγόριθμος διαίρεσης πολυωνύμων) διάσπασης.


    



    Παράδειγμα 6.96


    Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα: [image: ]


    



    Λύση


    



    Η παράσταση ορίζεται όταν: [image: ]


    



    Έστω: [image: ]


    



    Είναι:


    
      
        

      

    


    
      [image: ]

    


    



    Άρα: [image: ]


    



    Έστω: [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Άρα: [image: ]


    



    Είναι: [image: ]


    



    [image: ]


    



    Παράδειγμα 6.97


    Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα: [image: ]


    



    Λύση


    



    Θεωρείται: [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Άρα: [image: ]


    



    Είναι: [image: ]


    



    [image: ]


    



    Παράδειγμα 6.98


    Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα: [image: ]


    



    Λύση


    



    Είναι [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    6.4.2 Άρρητες συναρτήσεις


    



    Στις περιπτώσεις ολοκλήρωσης άρρητων συναρτήσεων, εκτελούνται κατά σειρά προτεραιότητας μία από τις παρακάτω διαδικασίες.


    



    i) Τακτοποίηση


    



    Παράδειγμα 6.99


    Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα: [image: ]


    



    Λύση


    



    Είναι: [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Παράδειγμα 6.100


    Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα: [image: ]


    



    Λύση


    



    Είναι: [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    ii) Εντοπισμός και εκμετάλλευση της παρουσίας της παραγώγου του υπόριζου ως συνοδός παράγωγος


    



    Παράδειγμα 6.101


    Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα: [image: ]


    



    Λύση


    



    αν [image: ]


    



    αν [image: ]


    



    Παράδειγμα 6.102


    Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα: [image: ]


    



    Λύση


    



    Είναι: [image: ]


    



    ii) Χρήση, εάν βολεύει, της τεχνικής αλλαγής μεταβλητής


    



    Συνήθεις αλλαγές: [image: ]


    



    Στην ειδική περίπτωση ρίζας τριωνύμου: [image: ]


    



    αν [image: ]: Τίθεται[image: ]


    



    αν [image: ]: καταλήγει κανείς σε μία από τις μορφές:


    



    [image: ], Τίθεται[image: ] ή


    



    [image: ], Τίθεται[image: ]


    



    Παράδειγμα 6.103


    Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα: [image: ]


    



    Λύση


    



    Τίθεται: [image: ]


    



    Τότε: [image: ]


    



    [image: ]. Οπότε [image: ], άρα θα είναι και: t: “1-1”


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Τέλος: [image: ]


    



    Άρα: [image: ]


    



    [image: ]


    



    Ακολουθεί η ολοκλήρωση της ρητής παράστασης, με βάση τη μεθοδολογία της προηγούμενης παραγράφου.


    



    Παράδειγμα 6.104


    Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα: [image: ]


    



    Λύση


    



    Είναι: [image: ]


    



    Τίθεται: [image: ]


    



    Είναι: [image: ]


    



    Άρα: [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    6.4.3 Τριγωνομετρικές συναρτήσεις


    



    i) Ολοκλήρωση δυνάμεων του ημιτόνου


    


  


  
    
      [image: ] ,[image: ]

    

  


  
    



    αν [image: ]


    



    αν [image: ]


    


  


  
    
      (άρτιες δυνάμεις αντιμετωπίζονται ομοίως)

    

  


  
    



    αν [image: ]


    


  


  
    
      [image: ]

    

  


  
    


  


  
    
      [image: ]

    

  


  
    


  


  
    
      [image: ]

    

  


  
    


  


  
    
      [image: ]

    

  


  
    


  


  
    
      [image: ]

    

  


  
    


  


  
    
      [image: ]

    

  


  
    


  


  
    
      [image: ]

    

  


  
    



    2ος Τρόπος:


    


  


  
    
      [image: ]

    

  


  
    


  


  
    
      Τίθεται: [image: ]

    

  


  
    



    Άρα: [image: ]


    


  


  
    
      [image: ]

    

  


  
    



    αν [image: ]


    


  


  
    
      [image: ]

    

  


  
    


  


  
    
      [image: ]

    

  


  
    



    Άρα: [image: ]


    


  


  
    
      [image: ]

    

  


  
    


  


  
    
      [image: ]

    

  


  
    



    Γενικά, οι δυνάμεις του ημιτόνου αντιμετωπίζονται ως εξής:


    



    Για [image: ]


    



    Υπολογίζεται ένας αναγωγικός τύπος ολοκλήρωσης:


    



    Είναι: [image: ]


    


  


  
    
      [image: ]

    

  


  
    


  


  
    
      [image: ]

    

  


  
    


  


  
    
      [image: ]

    

  


  
    


  


  
    
      [image: ]

    

  


  
    


  


  
    
      [image: ]

    

  


  
    


  


  
    
      [image: ]

    

  


  
    



    αν [image: ]


    



    Θα είναι: [image: ]


    


  


  
    
      [image: ]

    

  


  
    



    αν [image: ]


    



    αν [image: ]


    



    Είναι: [image: ]


    


  


  
    
      [image: ]

    

  


  
    


  


  
    
      [image: ]

    

  


  
    


  


  
    
      [image: ]

    

  


  
    


  


  
    
      [image: ]

    

  


  
    


  


  
    
      [image: ]

    

  


  
    



    Σημείωση: Αυτό σημαίνει πως η γενική μέθοδος υπολογισμού των φυσικών δυνάμεων του ημιτόνου, μπορεί να χρησιμοποιηθεί και στις αρνητικές δυνάμεις του ημιτόνου, ακολουθώντας την αντίθετη φορά!


    



    2ος Τρόπος


    



    Είναι: [image: ]


    


  


  
    
      [image: ]

    

  


  
    


  


  
    
      [image: ]

    

  


  
    


  


  
    
      [image: ]

    

  


  
    



    ii) Ολοκλήρωση δυνάμεων του συνημίτονου


    



    [image: ], [image: ]


    



    αν [image: ]


    



    αν [image: ]


    


  


  
    
      [image: ]

    

  


  
    



    αν [image: ]


    


  


  
    
      Τίθεται: [image: ]

    

  


  
    


  


  
    
      [image: ]

    

  


  
    


  


  
    
      [image: ]

    

  


  
    



    2ος Τρόπος


    


  


  
    
      [image: ]

    

  


  
    


  


  
    
      [image: ]

    

  


  
    


  


  
    
      [image: ]

    

  


  
    


  


  
    
      [image: ]

    

  


  
    


  


  
    
      [image: ]

    

  


  
    


  


  
    
      [image: ]

    

  


  
    


  


  
    
      [image: ]

    

  


  
    


  


  
    
      [image: ]

    

  


  
    



    Σημείωση: Οι περιττές δυνάμεις του ημιτόνου και του συνημίτονου ή τα γινόμενα ή πηλίκα δυνάμεων του ημιτόνου και του συνημίτονου υπολογίζονται και με την αντικατάσταση: sinx = t ή cosx =t, όπου t η βάση της άρτιας δύναμης.


    



    Για [image: ]


    



    Το ολοκλήρωμα θα υπολογιστεί αναγωγικά.


    



    Είναι: [image: ]


    


  


  
    
      [image: ]

    

  


  
    


  


  
    
      [image: ]

    

  


  
    


  


  
    
      [image: ]

    

  


  
    


  


  
    
      [image: ]

    

  


  
    


  


  
    
      [image: ]

    

  


  
    


  


  
    
      [image: ]

    

  


  
    


  


  
    
      [image: ]

    

  


  
    


  


  
    
      [image: ]

    

  


  
    



    αν


    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Τίθεται: [image: ]


    


  


  
    
      [image: ]

    

  


  
    


  


  
    
      [image: ]

    

  


  
    


  


  
    
      [image: ]

    

  


  
    



    αν [image: ]


    



    αν [image: ]


    



    [image: ]


    


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    iii) Ολοκλήρωση δυνάμεων της εφαπτομένης


    



    [image: ], [image: ]


    



    αν [image: ]


    



    αν [image: ]


    



    αν [image: ]ισχύει: [image: ]


    


  


  
    
      [image: ]

    

  


  
    



    Άρα: [image: ]


    



    αν [image: ][image: ]


    



    Άρα: [image: ]


    



    Για: [image: ]


    



    Το ολοκλήρωμα θα υπολογιστεί αναγωγικά.


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Ο υπολογισμός των αρνητικών δυνάμεων της εφαπτομένης γίνεται με βοήθεια του τύπου: [image: ]


    



    iv) Ολοκλήρωση δυνάμεων της εφαπτομένης


    Τα ολοκληρώματα δυνάμεων της συνεφαπτομένης βρίσκονται με την ίδια διαδικασία όπως αυτά των δυνάμεων της εφαπτομένης. Ο υπολογισμός τους προτείνεται ως άσκηση στον αναγνώστη.


    



    v) Ολοκλήρωση γινομένου δυνάμεων ημιτόνου και συνημίτονου


    [image: ]


    



    Η ολοκλήρωση τέτοιων παραστάσεων μπορεί να γίνει με έναν από τους παρακάτω τρόπους


    



    α) τρόπος: Με αλλαγή μεταβλητής, θέτοντας ως t τη βάση της άρτιας δύναμης.


    



    β) τρόπος: Αν και οι δύο δυνάμεις είναι άρτιες, γίνεται αποτετραγωνισμός.


    



    γ) τρόπος: Με κατά παράγοντες ολοκλήρωση. Με τον τρόπο αυτ,ό ο βαθμός του ημιτόνου και του συνημίτονου μειώνεται κατά 2.


    



    Παράδειγμα 6.105


    Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα: [image: ]


    



    Λύση


    



    Ο υπολογισμός γίνεται με βάση τον πρώτο από τους παραπάνω τρόπους.


    



    Είναι: [image: ]


    


  


  
    
      [image: ]

    

  


  
    


  


  
    
      [image: ]

    

  


  
    


  


  
    
      [image: ]

    

  


  
    


  


  
    
      [image: ]

    

  


  
    


  


  
    
      [image: ]

    

  


  
    


  


  
    
      [image: ]

    

  


  
    



    Στο ίδιο αποτέλεσμα καταλήγει κανείς ακολουθώντας τον 2ο τρόπο:


    



    Είναι: [image: ]


    


  


  
    
      [image: ]

    

  


  
    


  


  
    
      [image: ]

    

  


  
    


  


  
    
      [image: ]

    

  


  
    


  


  
    
      [image: ]

    

  


  
    


  


  
    
      [image: ]

    

  


  
    


  


  
    
      [image: ]

    

  


  
    


  


  
    
      [image: ]

    

  


  
    


  


  
    
      [image: ]

    

  


  
    



    Παράδειγμα 6.106


    Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα: [image: ]


    



    Λύση


    



    [image: ]


    



    Τίθεται: [image: ]


    



    Άρα: [image: ]


    



    Παράδειγμα 6.107


    Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα: [image: ]


    



    Λύση


    



    [image: ]


    



    Τίθεται: [image: ]


    



    Άρα: [image: ]


    



    Παράδειγμα 6.108


    Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα: [image: ]


    



    Λύση


    



    [image: ]


    



    Τίθεται: [image: ]


    



    Άρα: [image: ]


    



    vi) Ολοκλήρωση γινομένου πολλαπλάσιων/υποπολλαπλάσιων τόξων


    



    Για λόγους εύκολης αναφοράς, κάποιοι χρήσιμοι τριγωνομετρικοί τύποι αναφέρονται παρακάτω:


    



    [image: ]


    [image: ]


    [image: ]


    [image: ]


    



    Ο υπολογισμός των ολοκληρωμάτων γινομένων τριγωνομετρικών συναρτήσεων με πολλαπλάσια ή υποπολλαπλάσια τόξα, γίνεται συνήθως με τη βοήθεια των παραπάνω ή και άλλων γνωστών, τριγωνομετρικών τύπων.


    



    Παράδειγμα 6.109


    Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα: [image: ]


    



    Λύση


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    6.4.4 Εκθετικές και λογαριθμικές συναρτήσεις


    



    Για την ολοκλήρωση εκθετικών και λογαριθμικών συναρτήσεων εξετάζεται η εφαρμογή των μεθόδων που αναφέρθηκαν στην ενότητα 6.3, ανάλογα τη μορφή του ολοκληρώματος. Ειδικά για τις περιπτώσεις γινομένων ή πηλίκων, ή στην περίπτωση συνδυασμού συναρτήσεων, επιχειρείται η εφαρμογή της μεθόδου ολοκλήρωσης κατά παράγοντες.


    



    6.5 Το ορισμένο ολοκλήρωμα


    



    6.5.1 Ορισμός


    



    Έστω μία συνάρτηση f συνεχής στο σύνολο [α, β] και έστω C η καμπύλη της γραφικής της παράστασής, όπως φαίνεται στο Σχήμα 6.1.


    
      
        

      

    


    
      [image: ]

    


    



    Σχήμα 6.1: Γραφική παράσταση μιας συνάρτησης f:. Η καμπύλη από a έως β παρουσιάζεται εδώ ως γενικό παράδειγμα για την εισαγωγή της έννοιας του ορισμένου ολοκληρώματος.


    



    Ζητείται να βρεθεί το εμβαδό του χωρίου (της περιοχής) που ορίζεται από το τόξο C, από τον άξονα [image: ] και από τις ευθείες: [image: ].


    



    Έστω μια διαμέριση (χωρισμός σε τμήματα) του [α, β]:

  


  
    
      [image: ]

    

  


  
    



    Το συνολικό χωρίο διαιρείται σε μικρότερα τμήματα, τα οποία προσεγγιστικά μπορούν να θεωρηθούν ορθογώνια.


    



    Αν τεθούν[image: ], τότε το [image: ] θα είναι το ύψος κάθε ορθογωνίου.


    



    Έτσι, μια πρώτη προσέγγιση του ζητούμενου εμβαδού θα είναι:


    


  


  
    
      [image: ]

    

  


  
    



    Αποδεικνύεται ότι το άθροισμα αυτό έχει όριο όταν το μέγιστο πλάτος των διαστημάτων τείνει στο 0, και μάλιστα ότι το όριο αυτό είναι σταθερό και ανεξάρτητο από την εκλογή των ξ και της διαμέρισης. Το σταθερό αυτό όριο ονομάζεται ορισμένο ολοκλήρωμα της f από α ως β, και συμβολίζεται ως εξής:


    



    [image: ]


    



    Σύμφωνα με τα παραπάνω, τα διαστήματα μπορούν να θεωρηθούν ίσα, οπότε το κοινό πλάτος θα είναι:


    



    [image: ]. Ακόμη θεωρείται ότι: [image: ].


    



    Έτσι: [image: ]


    



    μια και: [image: ]


    



    οπότε: [image: ]


    



    6.5.2 Ιδιότητες του ορισμένου ολοκληρώματος


    



    Στην παράγραφο αυτή, παρουσιάζονται οι βασικές ιδιότητες του ορισμένου ολοκληρώματος.


    i) Σχέση ορισμένου και αόριστου ολοκληρώματος


    



    Όπως θα δειχθεί παρακάτω, το ορισμένο ολοκλήρωμα μπορεί να βρεθεί από το αόριστο, αν σ’ αυτό εφαρμοστούν τα όρια ολοκληρώσεως (δηλαδή τα α, β), ως εξής:


    



    [image: ]


    



    ii) Οι ιδιότητες και οι τύποι των αόριστων ολοκληρωμάτων ισχύουν και στα ορισμένα ολοκληρώματα


    



    iii) Ιδιότητες των ορίων ολοκλήρωσης


    



    Σχετικά με τα όρια ολοκλήρωσης και τον τρόπο εκτέλεσης αντίστοιχων πράξεων, ισχύουν οι παρακάτω ιδιότητες:


    



    α) Άθροισμα ολοκληρωμάτων διαδοχικών διαστημάτων


    



    [image: ] [image: ]


    



    β) Γενίκευση σε μη διαδοχικά διαστήματα


    



    Αν f: συνεχής σε ένα διάστημα Δ και: [image: ]ανεξαρτήτως της διάταξης των α, β, γ, ισχύει:


    



    [image: ]


    



    Απόδειξη:


    



    Έστω ότι [image: ].


    



    Ισχύει: [image: ]


    [image: ]


    [image: ]


    



    γ) Γενίκευση σε περισσότερα διαστήματα


    



    Αν f: συνεχής σε ένα διάστημα Δ, και: [image: ], τότε:


    



    [image: ]


    



    δ) Αντίθετο στοιχείο


    



    [image: ]


    



    ε) Μηδενικό στοιχείο


    



    [image: ]


    iv) Ανισότητες των ορισμένων ολοκληρωμάτων


    α) Αν [image: ] και η f είναι συνεχής στο [image: ], [image: ], τότε:


    



    [image: ]


    



    β) [image: ], τότε:


    



    [image: ]


    



    γ) Αν f: συνεχής στο [image: ], τότε:


    



    [image: ]


    



    δ) Θεώρημα μέσης τιμής του ολοκληρωτικού λογισμού:


    



    Αν f: συνεχής στο [image: ] τότε υπάρχει τουλάχιστον ένα [image: ] ώστε:


    



    [image: ]


    



    Η ιδιότητα αυτή περιγράφεται παραστατικά στο Σχήμα 6.2.


    
      
        

      

    


    
      [image: ]

    


    



    Σχήμα 6.2: Γραφική περιγραφή του θεωρήματος μέσης τιμής του ολοκληρωτικού λογισμού.


    



    ε) Σχέση με τη μέγιστη και την ελάχιστη τιμή της συνάρτησης.


    



    Αν μια συνάρτηση f: είναι συνεχής στο [image: ] και έχει ελάχιστο m και μέγιστο Μ, τότε:


    



    [image: ]


    



    iv) Σχέση ολοκληρώματος και παραγώγου


    



    α) [image: ]


    



    Δηλαδή, αν f: συνεχής στο [image: ] και [image: ]μια αρχική της f, τότε:


    



    [image: ]


    



    β) Η συνάρτηση: [image: ] είναι παραγωγίσιμη και:


    



    [image: ]


    



    Δηλαδή: [image: ]


    



    Από τη σχέση αυτή, προκύπτουν άμεσα οι παρακάτω ιδιότητες:


    



    γ) [image: ]


    



    δ) [image: ]


    



    [image: ]


    



    6.6 Οδηγίες επίλυσης προβλημάτων στα ορισμένα ολοκληρώματα


    Στην ενότητα αυτή παρουσιάζεται μια μεθοδολογία αντιμετώπισης προβλημάτων στον ολοκληρωτικό λογισμό. Τα προβλήματα αυτά μπορεί να είναι υπολογιστικά, δηλαδή να ζητείται ο υπολογισμός ενός ορισμένου ολοκληρώματος, ή αποδεικτικά, δηλαδή να ζητείται η απόδειξη ενός τύπου, ενός αναγωγικού τύπου, μίας ανισότητας ή και άλλων σχέσεων. Οι οδηγίες αντιμετώπισής τους δίνονται στις παραγράφους που ακολουθούν ανάλογα με τη μορφή τους.


    



    6.6.1 Υπολογισμός ορισμένων ολοκληρωμάτων


    



    Για τον υπολογισμό ορισμένων ολοκληρωμάτων ισχύουν όσα αναφέρθηκαν για τα αόριστα ολοκληρώματα. Επιπλέον, ελέγχεται η συνέχεια στο διάστημα ολοκλήρωσης, ,προκειμένου να βεβαιωθεί ότι έχει έννοια το ολοκλήρωμα. Επίσης, όταν εφαρμόζεται αλλαγή μεταβλητής, γίνεται και αντίστοιχη μετατροπή των ορίων ολοκλήρωσης.


    



    Παράδειγμα 6.110


    Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα: [image: ]


    



    Λύση


    



    Η [image: ], ορίζεται παντού στο [image: ] και είναι συνεχής στο [image: ].


    



    Τίθεται: [image: ]


    



    Η x είναι “1-1” οπότε και: t: “1-1”


    



    Είναι [image: ]


    



    για [image: ]


    



    για [image: ]


    



    Άρα: [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Παράδειγμα 6.111


    Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα: [image: ]


    



    Λύση


    



    Η [image: ], ορίζεται παντού στο [image: ] και είναι συνεχής στο [image: ].


    



    Τίθεται: [image: ]


    



    Η t είναι “1-1” διότι: [image: ] στο IR. [image: ] άρα t: “1-1”


    



    Άρα: [image: ]


    



    Αλλαγή των ορίων:


    



    για [image: ]


    



    για [image: ]


    



    Άρα: [image: ]


    



    [image: ]


    



    Μπορούν να υπολογιστούν ολοκληρώματα κλιμακωτών συναρτήσεων, καθώς και συναρτήσεων με απόλυτα. Στην περίπτωση σημείων διαμέρισης θα πρέπει να βεβαιώνεται η συνέχεια της συνάρτησης.


    



    Παράδειγμα 6.112


    Δίνεται η συνάρτηση: [image: ]


    



    α) Να προσδιοριστούν τα α, β, ώστε η f να είναι συνεχής.


    



    β) Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα: [image: ]


    



    Λύση


    



    α)


    



    Για [image: ]: συνεχής ως γινόμενο συνεχών.


    



    Για [image: ]: συνεχής ως πολυωνυμική.


    



    Για [image: ]: συνεχής ως τριγωνομετρική.


    



    Αρκεί η f να είναι συνεχής στο [image: ]


    



    Για να είναι συνεχής στο 0, πρέπει:


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Για να είναι συνεχής στο 1, πρέπει:


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    β) Αφού η f: είναι συνεχής, ορίζεται το ολοκλήρωμα.


    



    Είναι: [image: ]


    



    Είναι: [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Ακόμη: [image: ]


    



    και: [image: ]


    



    [image: ]


    



    Τέλος: [image: ]


    



    Σημείωση: Στις συναρτήσεις με απόλυτα, ο τύπος γράφεται σε κλιμακωτή μορφή, και ακολουθείται η ίδια διαδικασία, όπως στις κλιμακωτές συναρτήσεις. Ωστόσο, στην περίπτωση αυτή δεν χρειάζεται να ελεγχθεί η συνέχεια.


    



    Παράδειγμα 6.113


    Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα: [image: ]


    



    Λύση


    



    Η [image: ] είναι συνεχής ως σύνθεση συνεχών.


    
      
        

      

    


    
      [image: ]

    


    



    Άρα: [image: ]


    



    Άρα: [image: ]


    



    [image: ]


    



    6.6.2 Αποδεικτικά προβλήματα στα όρια ολοκλήρωσης


    



    Σε περιπτώσεις που απαιτείται η απόδειξη μίας σχέσης μεταξύ ολοκληρωμάτων μίας συνάρτησης, με διάφορα παραμετρικά όρια ολοκλήρωσης, μπορεί να εφαρμοστεί μία από τις παρακάτω μεθόδους εργασίας.


    i) Τεχνική της διάσπασης


    Κατά την τεχνική αυτή, γίνεται πρόχειρα μια υποθετική διάταξη των ορίων ολοκληρώσεως, και στη συνέχεια διασπώνται όλα τα ολοκληρώματα σε αθροίσματα ολοκληρωμάτων με διαδοχικά όρια.


    



    Παράδειγμα 6.114


    Αν μια συνάρτηση f: είναι συνεχής σε ένα διάστημα Δ και [image: ], να αποδειχθεί ότι:


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Λύση


    



    Τίθεται: [image: ]


    



    Άρα:


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Επομένως: [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Άρα, η αρχική εξίσωση ισχύει.


    



    Παράδειγμα 6.115


    Μια συνάρτηση f: είναι συνεχής σε ένα διάστημα Δ και [image: ], με: [image: ].Ακόμη: [image: ], και: [image: ]. Να αποδειχθεί ότι:


    



    [image: ]


    



    Λύση


    



    Είναι: [image: ]


    



    Αλλά: [image: ]


    



    Οπότε: [image: ]


    



    Επομένως: [image: ]


    



    ii) Τεχνική της διάσπασης σε συνδυασμό με αλλαγή μεταβλητής


    Κατά την τεχνική αυτή, γίνεται διάταξη και διάσπαση με τον ίδιο τρόπο όπως στη μέθοδο i), αλλά σε συνδυασμό με αλλαγή μεταβλητής, προκειμένου να διευκολυνθεί η διαδικασία.


    



    Παράδειγμα 6.116


    Αν μια συνάρτηση f: είναι συνεχής στο [image: ] και επιπλέον η f: είναι άρτια, να αποδειχθεί ότι:


    



    [image: ]


    



    Λύση


    


  


  
    
      [image: ]

    

  


  
    


  


  
    
      Έστω: [image: ]

    

  


  
    



    Τίθεται: [image: ]


    


  


  
    
      για [image: ]

    

  


  
    


  


  
    
      για [image: ]

    

  


  
    



    Άρα: [image: ]


    


  


  
    
      [image: ]

    

  


  
    



    Άρα: [image: ]


    



    Παράδειγμα 6.117


    Αν μια συνάρτηση f: είναι περιοδική και συνεχής, με περίοδο Τ, να αποδειχθεί ότι:


    


  


  
    
      (i) [image: ]

    

  


  
    


  


  
    
      (ii) [image: ]

    

  


  
    


  


  
    
      (iii) Αν f: άρτια: [image: ]

    

  


  
    



    Λύση


    



    Είναι: [image: ]


    



    Σημείωση: Η αλλαγή μεταβλητής για τη μετακίνηση των ορίων ολοκληρώσεως ανάλογα με την ιδιότητα που δίδεται για τη συνάρτηση, γίνεται με αφαίρεση ή διαίρεση του σταθερού άκρου που πρέπει να μετακινηθεί.


    



    Αν: [image: ]


    



    Τίθεται: [image: ]


    


  


  
    
      για [image: ]

    

  


  
    


  


  
    
      για [image: ]

    

  


  
    



    [image: ]


    



    Άρα: [image: ]


    



    [image: ]


    



    Η απόδειξη των ζητημάτων ii) και iii) αφήνεται ως άσκηση στον αναγνώστη. Υπόδειξη: Για τις αποδείξεις αυτές μπορεί να χρησιμοποιηθεί η μέθοδος της επαγωγής.


    



    Παράδειγμα 6.118


    Αν [image: ], να αποδειχθεί ότι:


    


  


  
    
      (i) [image: ]

    

  


  
    


  


  
    
      (ii) [image: ]

    

  


  
    


  


  
    
      (iii) [image: ]

    

  


  
    



    Λύση


    



    (i) Τίθεται: [image: ]. t: “1-1”


    


  


  
    
      για [image: ]

    

  


  
    


  


  
    
      για [image: ]

    

  


  
    


  


  
    
      [image: ]

    

  


  
    


  


  
    
      [image: ]

    

  


  
    



    (ii) Τίθεται: [image: ]. t: “1-1”


    


  


  
    
      για [image: ]

    

  


  
    


  


  
    
      για [image: ]

    

  


  
    


  


  
    
      [image: ]

    

  


  
    


  


  
    
      [image: ]

    

  


  
    


  


  
    
      [image: ]

    

  


  
    



    (iii) Τίθεται: [image: ], οπότε:


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Παράδειγμα 6.119


    Αν μία συνάρτηση f είναι συνεχής, να αποδειχθεί ότι ισχύει:


    



    [image: ]


    



    και να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα:


    



    [image: ]


    



    Λύση


    



    Τίθεται: [image: ].


    



    για [image: ]


    



    για [image: ]


    



    Είναι: [image: ]


    


  


  
    
      [image: ]

    

  


  
    


  


  
    
      [image: ]

    

  


  
    


  


  
    
      [image: ]

    

  


  
    


  


  
    
      [image: ]

    

  


  
    


  


  
    
      [image: ]

    

  


  
    



    6.6.3 Απόδειξη αναγωγικών τύπων


    



    Για την απόδειξη αναγωγικών τύπων με ορισμένα ολοκληρώματα, συνήθως ακολουθείται η μέθοδος της ολοκλήρωσης κατά παράγοντες. Η μέθοδος της επαγωγής δεν χρησιμοποιείται!


    



    Παράδειγμα 6.120


    Αν [image: ], να αποδειχθεί ότι:


    



    [image: ]


    



    Λύση


    



    Είναι:


    


  


  
    
      [image: ]

    

  


  
    


  


  
    
      [image: ]

    

  


  
    


  


  
    
      [image: ]

    

  


  
    


  


  
    
      [image: ]

    

  


  
    


  


  
    
      [image: ]

    

  


  
    


  


  
    
      [image: ]

    

  


  
    


  


  
    
      [image: ]

    

  


  
    


  


  
    
      [image: ]

    

  


  
    



    6.6.4 Απόδειξη ανισοτήτων


    



    Για την απόδειξη ανισοτήτων με ορισμένα ολοκληρώματα εφαρμόζεται μία από τις παρακάτω μεθόδους.


    i) Μέθοδος των διαδοχικών αυξήσεων


    



    Κατά τη μέθοδο αυτή, ξεκινώντας από το διάστημα ολοκλήρωσης, γίνονται αυθαίρετες αυξήσεις ή μειώσεις και η συνάρτηση συγκρίνεται με άλλες συναρτήσεις απλούστερης μορφής.


    



    Παράδειγμα 6.121


    Να αποδειχθεί ότι: [image: ]


    



    Λύση


    



    Η συνάρτηση [image: ], είναι συνεχής στο [image: ], οπότε ορίζεται το ολοκλήρωμα.


    



    Είναι: [image: ]


    


  


  
    
      [image: ]

    

  


  
    


  


  
    
      [image: ]

    

  


  
    



    Παράδειγμα 6.122


    Να αποδειχθεί ότι: [image: ]


    



    Λύση


    



    Η συνάρτηση [image: ] είναι συνεχής στο [image: ] ως ρητή, οπότε ορίζεται το ολοκλήρωμα.


    



    Είναι: [image: ]


    


  


  
    
      [image: ]

    

  


  
    


  


  
    
      [image: ]

    

  


  
    


  


  
    
      [image: ]

    

  


  
    


  


  
    
      [image: ]

    

  


  
    



    Παράδειγμα 6.123


    Να αποδειχθεί ότι: [image: ]


    



    Λύση


    



    Η συνάρτηση [image: ] είναι συνεχής στο [image: ] ως πηλίκο συνεχών, οπότε ορίζεται το ολοκλήρωμα.


    



    Είναι: [image: ]


    


  


  
    
      [image: ]

    

  


  
    


  


  
    
      [image: ]

    

  


  
    


  


  
    
      [image: ]

    

  


  
    


  


  
    
      [image: ]

    

  


  
    


  


  
    
      [image: ]

    

  


  
    


  


  
    
      [image: ]

    

  


  
    



    ii) Μελέτη της μονοτονίας και των ακρότατων τιμών


    Κατά τη μέθοδο αυτή, μελετάται η μονοτονία στο αντίστοιχο διάστημα, βρίσκεται το ολικό ελάχιστο και το ολικό μέγιστο στο διάστημα και εφαρμόζεται η ανισότητα:


    


  


  
    
      [image: ]

    

  


  
    



    Εναλλακτικά, μετά τη μελέτη μονοτονίας και ακρότατων, εφαρμόζεται η προηγούμενη τεχνική.


    



    Παράδειγμα 6.124


    Να αποδειχθεί ότι:

  


  
    
      (i) [image: ]

    

  


  
    
      (ii) [image: ]

    

  


  
    



    Λύση


    



    (i) Θεωρείται η συνάρτηση: [image: ]


    



    Η f είναι παραγωγίσιμη ως άθροισμα παραγωγίσιμων.


    



    [image: ]


    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Είναι: [image: ]


    


  


  
    
      [image: ]

    

  


  
    


  


  
    
      [image: ]

    

  


  
    



    



    (ii) Η [image: ] είναι συνεχής στο [image: ] ως σύνθεση συνεχών και παραγωγίσιμη ως σύνθεση παραγωγίσιμων.


    



    Μελετάται η μονοτονία της h:


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    
      
        

      

    


    
      [image: ]

    


    



    Άρα, η f έχει τοπικό και μάλιστα ολικό μέγιστο το:


    



    [image: ]


    



    και τοπικό και μάλιστα ολικό ελάχιστο, το:


    



    [image: ]


    



    Επομένως, σύμφωνα με το θεώρημα μέσης τιμής ολοκληρωτικού λογισμού:


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Παράδειγμα 6.125


    Να αποδειχθεί ότι: [image: ]


    



    Λύση


    



    Θεωρείται η συνάρτηση: [image: ], που είναι ορισμένη και συνεχής στο [image: ], κι ακόμα είναι παραγωγίσιμη στο [image: ].


    



    [image: ]


    



    Πίνακας μονοτονίας της f:


    
      
        

      

    


    
      [image: ]

    


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Άρα, η f έχει ολικό μέγιστο στο διάστημα [image: ]το:


    


  


  
    
      [image: ]

    

  


  
    



    και ολικό ελάχιστο στο διάστημα αυτό το:


    


  


  
    
      [image: ]

    

  


  
    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Άρα, η f έχει ολικό ελάχιστο στο διάστημα [image: ]το:


    


  


  
    
      [image: ]

    

  


  
    



    και ολικό μέγιστο στο διάστημα αυτό το:


    


  


  
    
      [image: ]

    

  


  
    



    Άρα, η f έχει ολικό ελάχιστο το:


    


  


  
    
      [image: ]

    

  


  
    



    και ολικό μέγιστο το:


    


  


  
    
      [image: ]

    

  


  
    



    Οπότε: [image: ]


    


  


  
    
      [image: ]

    

  


  
    


  


  
    
      [image: ]

    

  


  
    



    Παράδειγμα 6.126


    Να αποδειχθεί ότι: [image: ]


    



    Λύση


    



    Θεωρείται η συνάρτηση [image: ]συνεχής στο [image: ] και παραγωγίσιμη:


    


  


  
    
      [image: ]

    

  


  
    



    οπότε: [image: ]


    



    άρα: [image: ]


    


  


  
    
      [image: ]

    

  


  
    


  


  
    
      [image: ]

    

  


  
    



    Θεωρείται η συνάρτηση [image: ]συνεχής στο [image: ] και παραγωγίσιμη:


    


  


  
    
      [image: ]

    

  


  
    



    οπότε: [image: ]


    



    άρα: [image: ]


    


  


  
    
      [image: ]

    

  


  
    


  


  
    
      [image: ]

    

  


  
    



    [image: ]


    


  


  
    
      [image: ]

    

  


  
    



    ii) Εφαρμογή του θεωρήματος μέσης τιμής του ολοκληρωτικού λογισμού


    



    Κατά τη μέθοδο αυτή, γράφεται η εξίσωση:

  


  
    
      



      [image: ]

    

  


  
    



    Στη συνέχεια, γίνονται προσθέσεις ή αφαιρέσεις στον δεξί όρο, ανάλογα με τη ζητούμενη ανισότητα.


    



    Παράδειγμα 6.127


    Να αποδειχθεί ότι: [image: ]


    



    Λύση


    



    Θεωρείται η συνάρτηση: [image: ], ορισμένη και συνεχής στο IR.


    



    αν [image: ] ισχύει το ίσον


    



    αν [image: ], οπότε ορίζεται το διάστημα: [image: ]


    



    Από το θεώρημα μέσης τιμής ολοκληρωτικού λογισμού είναι:


    



    [image: ], ώστε:


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Παράδειγμα 6.128


    Αν μια συνάρτηση f: είναι συνεχής στο [image: ] και [image: ], να αποδειχθεί ότι υπάρχει τουλάχιστον ένα [image: ], ώστε:


    



    [image: ]


    



    Λύση


    



    Αν [image: ], ισχύει το ίσον.


    



    Αν [image: ]


    



    Οπότε ορίζεται διάστημα: [image: ]


    



    Η f είναι συνεχής στο [image: ], οπότε, σύμφωνα με το θεώρημα μέσης τιμής ολοκληρωτικού λογισμού υπάρχει τουλάχιστον ένα [image: ] ώστε:


    


  


  
    
      [image: ]

    

  


  
    


  


  
    
      [image: ]

    

  


  
    



    Θεωρείται η συνάρτηση [image: ], ορισμένη και παραγωγίσιμη στο [image: ]


    



    Σύμφωνα με το θεώρημα μέσης τιμής διαφορικού λογισμού, υπάρχει τουλάχιστον ένα [image: ] ώστε:


    


  


  
    
      [image: ]

    

  


  
    


  


  
    
      [image: ]

    

  


  
    



    [image: ]Από: [image: ]


    



    6.6.5 Όρια ολοκληρωμάτων με τη βοήθεια συγκρίσεων


    



    Σε κάποιες περιπτώσεις απαιτείται ο υπολογισμός ορίων ορισμένων ολοκληρωμάτων. Στις περιπτώσεις αυτές συνήθως εφαρμόζεται η τεχνική του φέροντος διαστήματος, η οποία συνίσταται στην παρακάτω διαδικασία:


    



    Αν απαιτείται ο υπολογισμός ενός ορίου της μορφής : [image: ]


    



    Μελετάται η μονοτονία της συνάρτησης [image: ]και αποδεικνύεται ότι:


    


  


  
    
      [image: ]

    

  


  
    



    και:


    


  


  
    
      [image: ]

    

  


  
    



    Με δεδομένο ότι τα f(x) και f(x+1) είναι σταθερές ανεξάρτητες του t, γίνεται ολοκλήρωση, το ολοκλήρωμα περιορίζεται μεταξύ δύο συναρτήσεων ως προς x. Στη συνέχεια, βρίσκεται το όριο εφαρμόζοντας το κριτήριο της παρεμβολής.


    



    Παράδειγμα 6.129


    Αν [image: ],

  


  
    
      (i) να αποδειχθεί ότι: [image: ]

    

  


  
    
      (ii) Να βρεθεί το όριο: [image: ]

    

  


  
    



    Λύση


    



    (i) Η f είναι παραγωγίσιμη στο IR.


    


  


  
    
      [image: ]

    

  


  
    


  


  
    
      [image: ]

    

  


  
    



    Πίνακας μονοτονίας της f:


    
      
        

      

    


    
      [image: ]

    


    



    Άρα: [image: ]


    



    Είναι [image: ]


    



    (ii) [image: ]


    


  


  
    
      [image: ]

    

  


  
    


  


  
    
      [image: ]

    

  


  
    


  


  
    
      [image: ]

    

  


  
    



    6.6.6 Προβλήματα σχετικά με σχέσεις μεταξύ ολοκληρώματος και παραγώγου


    



    Σε προβλήματα που συμπεριλαμβάνουν σχέσεις μεταξύ ολοκληρωμάτων και παραγώγων μιας συνάρτησης, είναι χρήσιμο να είναι γνωστές και να χρησιμοποιούνται οι παρακάτω σχέσεις και ιδιότητες:


    



    α) [image: ]


    



    β) Η [image: ], είναι παραγωγίσιμη και: [image: ]


    



    [image: ]


    



    γ) Η [image: ], είναι παραγωγίσιμη ως σύνθεση παραγωγίσιμων και:


    



    [image: ]


    



    δηλαδή: [image: ]


    



    δ) Η [image: ], είναι παραγωγίσιμη ως σύνθεση παραγωγίσιμων και για την εύρεση της [image: ], χρησιμοποιείται η σχέση:


    



    [image: ]


    



    Παράδειγμα 6.130


    Να βρεθεί η παράγωγος της συνάρτησης: [image: ]


    



    Λύση


    Θεωρείται η συνάρτηση: [image: ] ορισμένη και συνεχής στο IR.


    



    Άρα, η συνάρτηση [image: ] είναι παραγωγίσιμη στο IR.


    



    Θεωρείται η συνάρτηση [image: ], παραγωγίσιμη στο IR.


    



    Άρα, η [image: ]είναι παραγωγίσιμη ως σύνθεση παραγωγίσιμων.


    



    [image: ]


    



    Παράδειγμα 6.131


    Να βρεθεί η πρώτη παράγωγος της συνάρτησης: [image: ]


    



    Λύση


    



    Η συνάρτηση [image: ] ορίζεται και είναι συνεχής στο IR.


    



    Άρα, η συνάρτηση: [image: ], είναι παραγωγίσιμη στο IR.


    



    και: [image: ]


    



    Είναι: [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Άρα και οι [image: ]είναι παραγωγίσιμες στο IR, οπότε και η f ως άθροισμα παραγωγίσιμων είναι παραγωγίσιμη στο IR.


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Παράδειγμα 6.132


    Η συνάρτηση f: είναι συνεχής στο [image: ]. Δίνεται η συνάρτηση:[image: ]


    



    (i) Να αποδειχθεί ότι: υπάρχει τουλάχιστον ένα [image: ], ώστε:


    



    [image: ]


    



    (ii) Να αποδειχθεί ότι: υπάρχει [image: ], ώστε:


    



    [image: ]


    



    Λύση


    



    (i) Αφού η f είναι συνεχής στο [image: ], η [image: ]είναι παραγωγίσιμη στο [image: ], οπότε θα είναι και συνεχής στο [image: ].


    



    Ακόμη η [image: ] είναι συνεχής και παραγωγίσιμη στο [image: ]. Άρα η g ως γινόμενο συνεχών και παραγωγίσιμων στο [image: ] είναι συνεχής στο [image: ] και παραγωγίσιμη στο [image: ].


    



    Ακόμη: [image: ]


    



    Άρα, σύμφωνα με το θεώρημα Rolle, η [image: ]έχει τουλάχιστον μία ρίζα [image: ].


    



    [image: ]


    


  


  
    
      [image: ]

    

  


  
    


  


  
    
      [image: ]

    

  


  
    



    (ii) Είναι:


    


  


  
    
      [image: ]

    

  


  
    


  


  
    
      [image: ]

    

  


  
    


  


  
    
      [image: ]

    

  


  
    


  


  
    
      [image: ]

    

  


  
    



    Άλλα σύμφωνα με το θεώρημα μέσης τιμής του ολοκληρωτικού λογισμού, για το [image: ], υπάρχει [image: ] ώστε:


    



    [image: ]


    



    Επομένως, η παράσταση που ζητείται να αποδειχθεί, ισχύει.


    



    6.6.7 Εφαρμογές του θεωρήματος μέσης τιμής του ολοκληρωτικού λογισμού


    



    Οι εφαρμογές του θεωρήματος μέσης τιμής του ολοκληρωτικού λογισμού αφορούν συνήθως την απόδειξη ανισοτήτων, αλλά και τον προσδιορισμό συγκεκριμένων ενδιάμεσων τιμών ξ1, ξ2, … Η πρώτη περίπτωση έχει συζητηθεί παραπάνω, στις παραγράφους των ανισοτήτων. Ορισμένα παραδείγματα της δεύτερης περίπτωσης παρουσιάζονται παρακάτω.


    



    Παράδειγμα 6.133


    Δίνεται η συνάρτηση f, συνεχής στο [image: ]. Να αποδειχθεί ότι: υπάρχουν [image: ], ώστε:


    



    [image: ]


    



    Λύση


    



    Έστω: [image: ]


    



    Η f είναι συνεχής στο [image: ], επομένως σύμφωνα με το θεώρημα μέσης τιμής του ολοκληρωτικού λογισμού, υπάρχει τουλάχιστον ένα [image: ]τέτοιο ώστε: [image: ]


    



    Η f είναι συνεχής στο [image: ], επομένως σύμφωνα με το θεώρημα μέσης τιμής του ολοκληρωτικού λογισμού, υπάρχει τουλάχιστον ένα [image: ]τέτοιο ώστε: [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Παράδειγμα 6.134


    Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής στο [image: ] και [image: ] στο [image: ] και υπάρχει [image: ]ώστε [image: ] τότε να αποδειχθεί ότι:


    



    [image: ]


    



    Λύση


    



    Η f είναι συνεχής στο [image: ], οπότε:


    



    [image: ]


    



    Άρα, θα υπάρχει περιοχή [image: ]ώστε [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Παρατήρηση:


    



    Γενικά, αν [image: ], τότε υπάρχει [image: ], ώστε: [image: ]


    



    Απόδειξη:


    



    Αφού [image: ],


    



    για κάθε [image: ], υπάρχει [image: ]ώστε [image: ] όταν [image: ].


    



    για [image: ], είναι:


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Άμεση εφαρμογή:


    



    Αν μια συνάρτηση f: είναι συνεχής σε μια περιοχή του [image: ], τότε υπάρχει περιοχή [image: ]τέτοια ώστε:


    



    [image: ]


    



    Ομοίως αν [image: ], ισχύει: [image: ]


    



    Παράδειγμα 6.135


    Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής στο [image: ] και έχει ολικό ελάχιστο [image: ], τότε να αποδειχθεί ότι υπάρχουν [image: ], ώστε:


    



    [image: ]


    



    Λύση


    



    Έστω [image: ]


    



    Τότε υπάρχει περιοχή [image: ],ώστε:


    



    [image: ]


    



    Άρα, αν [image: ], θα είναι:


    



    [image: ]


    



    Άρα: [image: ]


    



    Τίθεται: [image: ]


    



    Είναι: [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    Παράδειγμα 6.136


    Αν η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιμη στο IR και [image: ], να αποδειχθεί ότι:


    για κάθε [image: ]ισχύει: [image: ]


    



    Λύση


    



    Η f είναι συνεχής στο IR.


    



    [image: ]που ισχύει για κάθε [image: ]


    



    Αν [image: ], η (1) ισχύει (ισχύει το ίσον).


    



    Αν [image: ]


    



    Άρα, ορίζεται διάστημα [image: ].


    



    Η f είναι συνεχής στο [image: ], άρα σύμφωνα με το θεώρημα μέσης τιμής του ολοκληρωτικού λογισμού:


    υπάρχει τουλάχιστον ένα [image: ] ώστε:


    



    [image: ]


    



    Είναι: [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    [image: ]


    



    6.7 Εμβαδά χωρίων


    



    Τα ορισμένα ολοκληρώματα μπορούν να χρησιμοποιηθούν για τον υπολογισμό του εμβαδού περιοχών μεταξύ καμπυλών στο δισδιάστατο επίπεδο. Αυτό είναι ιδιαίτερα χρήσιμο, καθώς επιτρέπει τον υπολογισμό διάφορων φυσικών μεγεθών σε πρακτικά προβλήματα, όταν το γινόμενο εξαρτημένης και ανεξάρτητης μεταβλητής αντιστοιχεί σε κάποια φυσική ποσότητα. Παραδείγματα τέτοιων περιπτώσεων αποτελούν συναρτήσεις δύναμης – μετατόπισης (εμβαδό ≡ έργο), ρεύματος – τάσης (εμβαδό ≡ ισχύς), ταχύτητας –χρόνου (εμβαδό ≡ μετατόπιση) και ισχύος – χρόνου (εμβαδό ≡ ενέργεια). Αυτές οι αντιστοιχίες του εμβαδού περιγράφουν παραστατικά τη φυσική σημασία του ολοκληρώματος ως το σωρευτικό αποτέλεσμα ενός φυσικού μεγέθους.


    Ανάλογα με τη μορφή της περιοχής, διακρίνονται οι παρακάτω περιπτώσεις.


    



    6.7.1 Περιοχή μεταξύ καμπύλης και οριζόντιου άξονα, άνω του άξονα


    



    Αν ζητείται ο υπολογισμός του χωρίου (περιοχής) που ορίζεται από την γραφική παράσταση Cf μιας συνάρτησης (Σχήμα 6.3), τον άξονα x΄x και τις ευθείες x = α, x = β άνω του x΄ πρόκειται για την περιοχή που ορίζεται από τις ανισότητες:


    



    [image: ]


    



    Στην περίπτωση αυτή, επιβεβαιώνεται ότι f(x) ≥ 0 στο [α, β], με απλή παρατήρηση, με σύνθεση, με επίλυση της ανίσωσης, από τα πρόσημα της f: ή από τη μονοτονία και τα ακρότατα. Στη συνέχεια, το εμβαδό υπολογίζεται από τον τύπο:


    



    [image: ] ή [image: ]


    



    
      [image: ]

    


    



    Σχήμα 6.3: Το ορισμένο ολοκλήρωμα ως εμβαδό άνω του άξονα x΄x.


    Παράδειγμα 6.137


    Να υπολογιστεί το εμβαδό του χωρίου που ορίζεται απ’ την γραφική παράσταση της [image: ], τον άξονα [image: ] και τις ευθείες [image: ].


    



    Λύση


    



    Η f είναι συνεχής στο [image: ] και προφανώς [image: ].


    



    Άρα: [image: ]


    



    [image: ]


    



    6.7.2 Περιοχή μεταξύ καμπύλης και οριζόντιου άξονα, κάτω του άξονα


    



    Στην περίπτωση περιοχής κάτω του άξονα α (Σχήμα 6.4) επιβεβαιώνεται ότι f(x) ≤ 0 στο [α, β], με τον ίδιο τρόπο. Στη συνέχεια, το εμβαδό υπολογίζεται από τον τύπο:


    



    [image: ] ή [image: ]


    
      
        

      

    


    
      [image: ]

    


    



    Σχήμα 6.4: Το ορισμένο ολοκλήρωμα ως εμβαδό κάτω του άξονα x΄x.


    



    Παράδειγμα 6.138


    Να υπολογιστεί το εμβαδό του χωρίου που ορίζεται από τη γραφική παράσταση της [image: ], τον άξονα [image: ] και τις ευθείες [image: ].


    



    Λύση


    



    Είναι: [image: ]


    



    Πίνακας προσήμων:


    
      
        

      

    


    
      [image: ]

    


    



    Για κάθε [image: ]


    



    Οπότε το εμβαδό θα είναι:


    



    [image: ] τ.μ.


    



    6.7.3 Περιοχή μεταξύ καμπύλης και οριζόντιου άξονα, άνω και κάτω του άξονα


    



    Στην περίπτωση αυτή, που περιγράφεται στο Σχήμα 6.5, λύνεται η εξίσωση f(x) = 0 και στη συνέχεια, το εμβαδό χωρίζεται σε άθροισμα εμβαδών των προηγούμενων τύπων. Κατόπιν, γίνεται ο υπολογισμός για κάθε περιοχή και υπολογίζεται το άθροισμά τους. Σημειώνεται ότι αυτό το άθροισμα αφορά στο σύνολο του εμβαδού, χωρίς να λαμβάνεται υπόψη το πρόσημο του γινομένου x∙y.


    
      
        

      

    


    
      [image: ]

    


    



    Σχήμα 6.5: Το ορισμένο ολοκλήρωμα ως εμβαδό κάτω του άξονα x΄x.


    



    6.7.3 Περιοχή μεταξύ καμπυλών δύο συναρτήσεων


    



    Στην περίπτωση αναζήτησης του εμβαδού της περιοχής μεταξύ δύο γραφικών παραστάσεων Cf,Cg (Σχήμα 6.6 και Σχήμα 6.7) ακολουθείται η παρακάτω διαδικασία:


    



    Σχεδιάζεται ένα πρόχειρο διάγραμμα.


    



    Επιβεβαιώνεται ότι [image: ]


    



    Υπολογίζεται το εμβαδό από τον τύπο:[image: ]


    



    Εναλλακτικά, το εμβαδό μπορεί να υπολογιστεί απευθείας από τον τύπο: [image: ]


    
      
        

      

    


    
      [image: ]

    


    



    Σχήμα 6.6: Εμβαδό μεταξύ δύο καμπυλών πάνω από τον άξονα x΄x.


    



    6.7.4 Σύνθετο εμβαδό


    



    Στη γενική περίπτωση αναζήτησης του εμβαδού μιας σύνθετης περιοχής όπως αυτή που φαίνεται στο Σχήμα6.8, χαράσσοντας κατακόρυφες και οριζόντιες ευθείες, το εμβαδό εκφράζεται ως άθροισμα (ή ως διαφορά) εμβαδών των προηγούμενων τύπων, όπως για παράδειγμα:


    



    [image: ]


    



    Σχετικά με περιοχές που ορίζονται από τον άξονα y΄y (Σχήμα 6.9), γίνεται ολοκλήρωση της αντίστροφης συνάρτησης ως προς y:


    



    [image: ]


    
      
        

      

    


    
      [image: ]

    


    



    Σχήμα 6.7: Εμβαδό μεταξύ δύο καμπυλών εκατέρωθεν του άξονα x΄x.


    
      
        

      

    


    
      [image: ]

    


    



    Σχήμα 6.8: Εμβαδό σύνθετης περιοχής


    
      
        

      

    


    
      [image: ]

    


    



    Σχήμα 6.9: Ολοκλήρωση ως προς τον άξονα y΄y.


    



    Παράδειγμα 6.139


    Να βρεθεί το εμβαδό του χωρίου που ορίζεται από την [image: ] και τις ευθείες: [image: ].


    



    Λύση


    



    Είναι: [image: ]


    



    [image: ]


    



    Το αποτέλεσμα εκφράζεται σε τετραγωνικές μονάδες.


    
      
        

      

    


    
      [image: ]

    


    



    Σχήμα 6.10: Εμβαδό της περιοχής του παραδείγματος 6.139 σύνθετης περιοχής.


    



    6.8 Φύλλο αυτοαξιολόγησης


    



    1. Το ολοκλήρωμα της συνάρτηση f(x) = lnx είναι:


    α) F(x) = x ∙ (lnx - 1) + c


    β) F(x) = x ∙ (lnx + 1) + c


    γ) F(x) = x ∙ (lnx - x) + c


    δ) F(x) = x ∙ (lnx + x) + c


    



    2. Το ολοκλήρωμα [image: ] είναι:


    α) [image: ]


    β) [image: ]


    γ) [image: ]


    δ) [image: ]


    



    3. Η παράγωγος της συνάρτησης [image: ] είναι:


    α) [image: ]


    β) [image: ]


    γ) [image: ]


    δ) [image: ]


    



    4. Το ορισμένο ολοκλήρωμα της ημιτονοειδούς συνάρτησης f(x) = A0sinωt από t0 έως t0 + T/2, όπου Τ η περίοδός της, είναι:


    α) 0


    β) Α0


    γ) Α0Τ/π


    δ) 2Α0Τ/π


    



    5. Το ορισμένο ολοκλήρωμα της ημιτονοειδούς συνάρτησης [image: ] από t0 έως t0 + T, όπου Τ η περίοδός της, είναι ίσο με:


    α) 0


    β) Α02/2


    γ) Α02 Τ/π


    δ) Α02 Τ/2


    



    6. Το ολοκλήρωμα I(x) = ∫ sinx ∙ cosx dx είναι:


    α)[image: ]


    β)[image: ]


    γ)[image: ]


    δ)[image: ]


    



    7. Το ολοκλήρωμα I(x) = ∫ x2tan2x + 2x tan x + x2 dx είναι:


    α) I(x) = x tan x + c


    β) I(x) = x tan2 x + c


    γ) I(x) = x2tan x + c


    δ) I(x) = x2tan2 x + c


    



    8. Το ολοκλήρωμα [image: ] είναι:


    α)[image: ]


    β)[image: ]


    γ) [image: ]


    δ)[image: ]


    



    9. Το ολοκλήρωμα [image: ] είναι:


    α)[image: ] + c


    β)[image: ]+ c


    γ)[image: ] + c


    δ)[image: ]+ c


    



    10. Το ολοκλήρωμα [image: ] είναι συνάρτηση


    α) Πολυωνυμική


    β) Ρητή


    γ) Άρρητη


    δ) Τριγωνομετρική
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